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Resumo

Ich kEann es num einmal nicht lassen, in diesem Drama von Mathematik und Physik - die sich im Dunkeln
befruchten aber von Angesicht von Angesicht so gerne einander verkennen und verleugnen - die Rolle des
(wie ich geniigsam erfuhr, oft unerwinschten) Boten zu spielen.

Hermann Weyl

Eu nao posso deixar de assumir, no drama entre a Matemdtica e a Fisica - que de noite se fertilizam, e
quando estao face a face se degladiam e se atacam - o papel (embora muitas vezes mal-sucedido) de
mediador.

Definimos a &algebra tensorial e a algebra exterior, que equipamos com uma métrica estendida para
obter a dlgebra de Grassmann. Ainda no contexto da algebra exterior introduzimos os anti-automorfismos
(reversao e conjugagao) e o automorfismo (involucdo graduada) conhecidos. Apresentamos o isomorfismo
de Hodge e construimos explicitamente a &dlgebra exterior como quociente da &dlgebra tensorial além de
definirmos a algebra de Clifford de trés maneiras diferentes porém equivalentes: pelo par formado por uma
algebra associativa e a chamada aplicagao de Clifford, pelo quociente da algebra tensorial por um ideal
especifico e pelas relagoes entre os operadores de criacdo e aniquilacdo. Dentro de um contexto mais amplo,
apresentamos o Teorema de Periodicidade! e também sua extensdao no ensejo de construir explicitamente a
tabela de classificacao para as algebras de Clifford. Fazemos consideracoes a respeito dos elementos inversos
na algebra de Clifford. Numa segunda abordagem nos utilizamos do formalismo dos octonions dentro da
algebra de Clifford. Definimos o produto-X para X octonion a luz de [Dix94a] e [RV06a] e mostramos uma
relacdo com a fibraciao de Hopf §2--- ST — S%. Definimos o produto-XY e o produto-e para X,Y octonions
e v multivetor de Clifford, esse ultimo generaliza o produto-X para multivetores, e a partir disso podemos
efetuar produtos nao-associativos entre octonions, entre octonions e multivetores através do produto-e e
entre multivetores de Clifford somente pelo produto-®. Vale a pena ressaltar que fizemos o produto-e com
acoes & esquerda. Além disso, até o momento nao ha nenhum resultado concreto para o produto de acoes
a direita. O Capitulo 4 tem carater original no sentido de que a partir do Corolario 1 os resultados que
obtemos sao inéditos no contexto dos produtos e e ®. Generalizamos os calculos feitos no fibrado tangente
para o fibrado exterior e de Clifford [Dix94a, Ced93, Beg88, Roo84], e o resultado a ser obtido é que algumas
estruturas algébricas nao-associativas junto ao fibrado exterior sobre S” nio sdo perceptiveis do ponto de
vista do fibrado tangente. Assim, o Teorema 19 nos proporciona uma visao da natureza algébrica rica oculta
no fibrado tangente mas que se revela no fibrado exterior e de Clifford sobre S7. E suas generalizaces sio
promissoras no sentido de que podemos obter novas identidades considerando a estrutura nao-associativa
também estendida aos fibrados exterior e de Clifford.

Wersao algébrica do Teorema de Atiyah-Bott-Shapiro
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Abstract

Tensor and the exterior algebra are defined, which endowed with an extended metric derives the Gras-
smann algebra. We introduce the anti-automorphisms (reversion and conjugation) and the automorphism
(graded involution) in A(V). We present the Hodge isomorphism and construct explicitly the exterior al-
gebra as the quotient of the tensor algebra by an specific ideal, and also the Clifford algebra is introduced,
using three equivalent difinitions: a) the pair formed by an associative algebra and the so called Clifford
application; b) by the quotient of the tensor algebra by an specific ideal; ¢) using the relations between
creation and annihilation operators. We present the Periodicity Theorem and also its extension to explicitly
obtain the classification table for the Clifford algebras. We define the X-product for X € O in the light of
[Dix94a] and [RV06a] and show a relation to the Hopf map S3---S7 — S*. We define the XY -product and
the e-product for X,Y € O and u € Cly 7, which generalizes the X-product for multivectors, and from this
we can perform non-associative products between octonions, between octonions and multivectors through
the e-product and between Clifford multivectors solely by the ®-product. We emphasize that the e-product
is made with left actions. Besides, up to our knowledge it does not exist any result for the product for the
right actions. The Chapter 4 has unique feature in the sense that from Corollary 1 the results we get are
new in the context of the @ and ® products. We generalize the calculations from the tangent bundle for the
whole exterior and Clifford bundle, and the results obtained are that any non-associative algebraic structure
in the exterior bundle over S7 is not probed from the tangent bundle view. Thus, Theorem 19 provides an
overview of the rich algebraic nature hidden on the tangent bundle that appears in the exterior and Clifford
bundle over S”.
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Introducao

Esta dissertag@o tem por objetivo fornecer uma investigagdo compreensivel em relagao a classe mais geral
de estruturas néo-associativas sobre S”, para a generalizacdo de produtos octonionicos dentro do contexto
das algebras de Clifford. Como o produto octonionico pode ser definido a partir da estrutura da algebra de
Clifford, esse formalismo esta intimamente relacionado com estruturas algébricas e geométricas associadas
a esfera S” [Bot58]. A generalizacio das dlgebras octonionicas e a nio validade das identidades de Moufang
podem ser efetuadas neste formalismo, acrescentando-se possiveis generalizagoes e propriedades adicionais.

Para investigar até onde os conhecidos resultados, em relagao as deformagoes do produto octonionico
no fibrado tangente a S7, podem ser completamente generalizados para todo fibrado exterior e de Clifford
sobre S7, primeiramente, os produtos nio-associativos deformados originais entre octonions sdo revisados,
juntamente com o produto octonionico estendido entre octonions e multivetores de Clifford, e também
a generalizagdo estendida dos produtos nao-associativos entre multivetores de Clifford, a luz de [RV06a,
Dix94a]. Nossos resultados sao imediatamente levados ao formalismo de [Sch95, Dix94a] no caso particular
onde a componente paravetorial de um multivetor arbitrario em Cly 7 é considerada.

Os resultados em [RV06a] sao generalizados e desta maneira mais possibilidades sao consideradas, quando
os assim chamados produtos nao-associativos direcionais sao considerados explicitamente & luz do formalismo
precedente [RVO06a].

Aqui tentamos obter a natureza das estruturas nao-associativas que podem ser definidas no fibrado
exterior e de Clifford sobre S7, e é verificado que todos resultados adicionais ndo esperados em relacio
A estrutura nao-associativa no fibrado de Clifford sobre S7 ndo podem ser sondados somente quando a
estrutura subjacente do fibrado tangente sobre S” é considerada, como os resultados em [Ced95, Beg88,
Dix94a, Roo84]. O formalismo aqui apresentado e estudado sonda propriedades adicionais que nao sao
percebidas somente no fibrado tangente sobre S7.

E claro que, ao refazermos os resultados ja conhecidos sobre a deformagao no formalismo sobre o fibrado
tangente sobre S7 obtemos novamente os mesmos valores ao considerarmos o caso particular onde o subespaco
paravetorial A°(R%7) @ AY(R%T) ~ R @ R%" associado ao produto octonionico padrio, no lugar do espaco
subjacente mais geral da algebra de Clifford construida sobre o espago tangente em um ponto arbitréario
Xesm.

Com relagao ao produto-X e sua representacao matricial na Se¢ao 3.4, foi mostrado [Dix94a, Roo84]
que o produto-X introduz a fibracio de Hopf S3---S7 — S% e podemos também, buscar por uma extensio
correspondente entre os produtos e, o, e, — onde e,, €, denotam unidades octonionicas — e alguma estrutura
geométrica generalizada que pode ser levada a fibracao de Hopf S3---S7 — S% no caso particular quando
u € AORYT) @ AY(R®T) ~ R@RO7. Nesse caso o produto e, o, € é feito identicamente ao produto-X entre
€, € €.

Podemos nos perguntar ainda quais propriedades sao verificadas quando consideramos o fibrado exterior
e de Clifford ao invés do fibrado tangente sobre S7. O formalismo apresentado em [Ced95, Ced93, Dix94a]
mostra que o produto octonionico pode ser deformado de maneira a incluir a torcao paralelizavel sobre
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ST [Wit84, Roo84]. O produto-X como apresentado é exatamante duas vezes as componentes da torcao,
e provamos que, considerando o espaco vetorial subjacente A°(R%7) @ A'(R®7) associado & &lgebra dos
octonions, é possivel considerar toda algebra de Clifford em um ponto arbitririo sobre S7 com o espaco
vetorial subjacente associado a Cly 7. Possiveis ramificacoes desse formalismo dentro de suas aplicagoes
podem fornecer modelos que estendem resultados ja conhecidos, e.g., [RV06a, Dix94a, Ced95].

Esta dissertagao estd organizada da seguinte maneira: o Capitulo 1 faz uma abordagem de carater intro-
dutdrio da algebra exterior e suas principais operacoes e dlgebra de Grassmann a partir da algebra exterior,
definimos formalmente uma algebra de Clifford de trés maneiras diferentes e equivalentes e apresentamos
os resultados que falam a respeito das condigoes para uma algebra de Clifford ser universal. No Capitulo
2 refazemos os resultados ja conhecidos sobre a estrutura das dlgebras de Clifford, bem como o Teorema
de Periodicidade, que sao pré-requisitos para obter-se a classificacdo das algebras de Clifford reais e com-
plexas. Por fim dessa parte introdutoria, discutimos um pouco sobre a existéncia do elemento inverso em
uma algebra de Clifford. A Secao 3.1 do Capitulo 3 revisa algumas ferramentas matematicas e técnicas
relacionadas a édlgebra dos octonions dentro da arena da algebra de Clifford, e a Secao 3.2 se concentra nas
propriedades fundamentais j& introduzidas em [RV06al, além disso propriedades adicionais sao fornecidas
nesses topicos. As novas defini¢oes escondem uma riqueza de resultados nao esperados e uma diferenca sutil
aparece na generalizagdo do produto-u e o produto-u direcional. Esses produtos sao introduzidos com o
propdsito de se obter estruturas ndo-associativas generalizadas sobre S7. Novas classes de produtos nao-
associativos sao introduzidos no fibrado de Clifford sobre S7, juntamente com os produtos nio-associativos
direcionais e novos contra-exemplos para as identidades de Moufang, que nao sao satisfeitas de maneira tri-
vial em nosso formalismo. J4 na Segao 3.3, seguindo [Roo84], o produto escalar entre octonions é definido,
mas agora também campos de multivetores dos fibrados exterior e de Clifford sobre S” podem ser levados
para octonions em nosso formalismo. Por completeza, na Secao 3.4 a representacao matricial introduzida
em [Dix94a] é estendida em relacao ao produto-u definido em [RV06a]. E finalmente, no Capitulo 4, se-
guindo [Dix94a] propomos varios resultados, inéditos a partir do Coroldrio 1, onde buscamos generalizar
resultados até entao efetuados somente por elementos do fibrado tangente para um amplo horizonte com
o fibrado exterior e de Clifford. Apresentamos trés Lemas que introduzem involuges octonionicas por um
multivetor u € Cly 7 e na sequéncia, pelo Teorema 19, apresentamos uma generalizagao para o formalismo
apresentado em [Dix94a]. Esse desenvolvimento pode solucionar problemas em aberto, e.g., [Ced93, Ced95].
No Apéndice A a construcdo do fibrado tangente sobre S” é considerada, e nos Apéndices B-F as respectivas
demonstragoes dos Lemas 6, 10-13 sao fornecidas.



Algebras de Clifford

Iniciaremos este trabalho com um capitulo introdutério a fim de colocarmos varias defini¢oes utilizadas
ao longo do texto, para isso falaremos de espacos quadraticos, produto tensorial, produto exterior além de
definirmos algebra exterior [Elo05b, Vaz05] e dlgebra de Grassmann. Para encerrar o primeiro capitulo,
apresentaremos trés maneiras diferentes de se definir uma dlgebra de Clifford [Ben87, Sny97, Hal74], de
modo que as definicoes sejam equivalentes e possuam sua importancia e caracteristica particular. Por
conveniéncia, gostarfamos de registrar também que faremos o uso do acréonimo AC(s) para representar
algebra(s) de Clifford.

1.1 Algumas Definicoes Uteis

Considere um espago vetorial V' de dimensao finita n sobre um corpo K. Tome uma base B =
{e1,es,...,e,} de V. Dessa maneira podemos escrever um elemento v de V como v = v'e;, onde estd
implicita a convencdo da somatoria de Einstein'.

Vamos considerar agora uma aplicacao a: V — K. KEssa aplicagdo recebe o nome de funcional linear
(também denominado covetor) se for um homomorfismo entre espagos vetoriais. Agora, definindo a soma de
covetores através de (o + 3)(v) = a(v) + B(v),Vv € V e a multiplicagdo por escalar através de (aa)(v) =
a(a(v)),Vv € V, a € K, o espago dos covetores recebe uma estrutura de espago vetorial e se torna espaco
dual de V' e denota-se por V*.

Defina os covetores €' (i = 1,...,n) como

elley)=ai=1 " 7
0, sei#j.

Segue que os covetores e’ formam uma base para V*. As coordenadas de um covetor arbitrario a nessa
base sdo dadas pelo valor de a na base {e;} de V. De fato, dado v = v'e;, a(v) = a(v'e;) = via(e;) = via;.
A base B* = {e!,e?,...,e"} ¢ dita base dual da base B = {ej,es,...,e,}, de onde vemos que dim V* =
dim V. De agora em diante usaremos K = R e em uma préxima secao eventualmente K = C. Definimos
uma aplicacao linear, denominada correlagio 7: V. — V*, que define naturalmente um funcional bilinear
g: V xV — R através de

g(v,u) = 7(v)(u).

! A notacdo de Einstein é uma convencéo introduzida por Albert Einstein em 1916 para simplificar a escrita de somatérios.
Consiste em omitir o simbolo de somatério quando indices superiores e inferiores aparecem repetidos no mesmo termo e

interpretar estes indices como indicador desse somatdrio.
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Se ker g = {0}, i.e., kerg(v,u) = {fueV |g(v,u) =0, Vv eV} a correlagao é dita ndao-degenerada.
Pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, se ker g = {0} entdo 7 é um isomorfismo entre V e V*.

1.1.1 Espacgos Quadraticos e Espagos Simpléticos

Um funcional bilinear g : V x V — K é simétrico se g(v,u) = g(u,v) e a correlacio? 7 — associada a
g — neste caso satisfaz 7(v)(u) = 7(u)(v). Um espago vetorial munido de um funcional bilinear simétrico
é dito espaco quadrdtico, onde este funcional bilinear simétrico é completamente determinado pela forma
quadrética Q(v) = g(v,v) através da polarizacao. De fato, usando a bilinearidade de g, podemos escrever
Qv+ 1) = g(v + 1, v + u) como g(v,u) = 1/2(Q(v +u) — Q(v) - Q(u)).

Um funcional bilinear o é anti-simétrico ou alternado se

o(v,u) = —o(u,v)

e a correlacdo satisfaz 7(v)(u) = —7(u)(v). Um espago vetorial equipado com um funcional linear anti-
simétrico é dito um espaco simplético.

1.1.2 Produto Tensorial

O produto tensorial entre K-espacos vetoriais V' e W é um espaco 17" munido de um mapa bilinear

:VxW = T
(v,w) — vRw

que satisfaz a seguinte condicao: se {e; | i € I} e {f; | j € J}, sdo bases de V e W respectivamente, onde
I, J denotam conjuntos de indices, entao {e; ® f; |i € I,j € J} é base de T

O produto tensorial é tnico a menos de isomorfismo, no sentido de que se (71, ®1) e (T2, ®2) sdo dois
produtos tensoriais entre V' e W, entao existe um isomorfismo

P: Ty — Th
VRIW = VQRQawW

para quaisquer v € V e w € W. Com efeito, para vetores da base de V' e W, o isomorfismo pode ser
explicitamente construido como 1 (e; ®1 f;) = e; ®2 f;. Em particular, dim(V ® W) = dim V. dim W.
Dados a € V*, 5 € W*, definimos agora o produto tensorial @ ® 8 em V* x W* por

(a®pB)(v,w)=a(v)B(w), veV,weW

assim obtemos o mapa bilinear ®: V* x W* — Hom(V, W; K).
Aqui (&%, f/)(v,u) = v'u? onde (v!,...,v") e (ul,..., u™) sdo componentes dos vetores v e u respectiva-
mente. Temos que toda fungao bilinear B: V ® W — K decompde-se unicamente como B(v,u) = B;;v'u/,

as funcoes e ® e/ formam uma base de Hom(V, W;K). Assim
Hom(V,W;K) ~ V* @ W*. (1.1)

Em particular, podemos efetuar o produto tensorial entre cépias do mesmo espago vetorial V. Um
covetor age sobre um vetor e resulta num escalar, desse modo, dados a, 8 € V* e v,u € V, a(v) e 5(u) sao
escalares e podemos considerar o produto dessas quantidades como (a ® §)(v,u) = a(v)S(u), um funcional

2 ~ s -1 . ~ ~ ~
Para as correlagoes simétricas 7: V. — V* e 77" : V* — V iremos usar outra notagdao. Donde as correlagées serdao denotadas

porb: V = V* #: V* -V de modo que b =%, # =b~!. Esses isomorfismos sdo chamados isomorfismos musicais.
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linear agindo sobre o produto cartesiano V' x V. A quantidade a ® 8 é denominada de produto tensorial de
a e B. Uma consequéncia da defini¢do é que o produto tensorial é ndo-comutativo, isto é, a ® 5 # 8 ® a.

Temos o produto tensorial entre vetores, neste caso o produto age sobre V* x V* resultando em um
escalar?

(v@u)(a, §) = a(v)5(u).

T%(V) =V*®V* é um espaco vetorial assim como T5(V) =V @ V.

Seja B = {e;} base de V e B* = {e’} base dual de V. Sabemos que a(v) = a;v’ e B(u) = Biu’, onde
ai = ale;), Bi = Ble;), v = e'(v) e u' = e'(u). Desse modo (o ® B)(v,u) = a;B;v'u’ e por outro lado
(e¥ @ e!)(v,u) = v¥ul. Portanto podemos escrever (a ® ) = a;3;e* ® e'.

Os funcionais bilineares {e* ® €'}, com 1 < k,I < n, formam uma base para o espaco T2(V). Se B é um
funcional bilinear entao podemos escrever B = bre® @ el onde by sdo as componentes das coordenadas de
B nessa base.

Dado B € T%(V), definimos funcionais bilineares simétricos a alternados respectivamente por

B(v,u) + B(u,v) B(v,u) — B(u,v)

BSim(V7 u) = 2 € Balt(v7 u) - 2

Dessa forma, um funcional bilinear arbitrario B pode ser escrito como B = Bgiy + Bat.

» Proposicao 1: Dada uma aplicagao linear ¢: V. x W — U, existe uma unica aplica¢do linear ¢: V &

W — U tal que

o(v,w)=9(veaw), veV,weW.
<
Demonstracao: Na base de V' ® W, tal mapa linear é dado por ¢(e;, ;) = ¢ (e; @ f;).00
Na verdade provamos o carater universal do produto tensorial, ao provar que existe uma funcao f: V x
W =V ®W tal que ¥ o f = ¢, como mostra o diagrama comutativo a seguir

¢

VxWwW U

P

VoW

Portanto existe um isomorfismo entre Hom(V @ W;U) e Hom(V,W;U) que leva ¢: V@ W — U a
¢: VxW — U, em particular quando U = K temos que (V@ W)* >~ Hom(V, W;K), uma vez que (V@ W)*
leva o espago vetorial ao corpo K.

Pelo isomorfismo obtido na Eq.(1.1), acabamos de mostrar o seguinte isomorfismo:

VW) ~V e W*

O isomorfismo acima é visto como uma extensao da correlagdo 7: V. — V™, que dualiza também o
produto tensorial

VoW — (VeW)*
vVOw = T(vew)=1(Vv)®T(w)

3 Aqui estamos considerando o bidual, pois temos o isomorfismo canénico entre V e V**.
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De agora em diante adotaremos K = R a menos que especificado o contrario. Dados «; € V*,v; € V
podemos definir um tensor do tipo (p,0) como

Ay @y @ @y, VXV X xV — R

(al’l ®aV2®'"®aup)(vu1avuz7"'7vup) = O‘Vl(vul)allz(vm)-~-an<Vup)-

O espaco definido pelo produto tensorial de vetores é também um espaco vetorial, denotado por T,,(V) =
(V)®”, onde (V)®” denota o produto de p-termos do tipo VeV ®---@ V.
Outra maneira é definirmos um tensor do tipo (0, ¢) por

Vi OV, @ - @ vyt Vi Vix ... xV* = R

(Vs @ Vpy @ -+ @ Vi N Qs Qs ooy ) = 0y (Vg )0y (Vg ) - - - 0y (Vi ).

De onde temos o espago vetorial definido pelo produto tensorial de covetores, denotado por T4(V') = (V*)®q,
com (V*)®" denotando o produto de g-termos V* @ V*®--- @ V*.

Podemos ainda generalizar mais, para o produto tensorial de um niimero arbitrario de vetores e covetores,
assim o espaco em questdo ¢ T, (V) = V" @(V*)®". Um elemento arbitrario T' € T), ?(V') pode ser escrito na
forma T}, 13l €, ®€,, @ - Ry, ®e”! Re”2®- - -@es onde Ty syt =T (e, €u, . . . €y, €71, €72, ... ).

Dada uma permutacéao o, definimos o operador Alt, denominado alternador, como sendo o operador tal
que

1
Alt (Xl RXy® - ®Xp) = H Z E(O‘)Xa(l) ®XU(2) (S ®Xa(p)

oSy

onde S}, é o grupo simétrico formado pelo conjunto de todas as permutacoes e €(0) = +1 se a permutagao
for par e e(0) = —1 se a permutagao for impar. O operador Alt é um operador de projecao [Vaz05] uma vez
que Alt? = Alt.

Outra maneira de escrever a acao do alternador é por meio de funcionais multilineares agindo em vetores.
Considerando um tensor covariante da forma a1 ® ag ® - - - ® oy, temos

(0 ®az® - @ ap)(Vi,Va,...,Vp) = a1(Vi)aa(Vva) ... ap(vy).

Com isto definimos a a¢ao do operador Alt sobre um tensor contravariante

a1(vi) ai(ve) - ai(vp)
(Alt(a; @ a2 ® -+ ® ap))(V1, Va, ..., vp) = ;l 042<.V1> ag(va) - ag(vy)
ap(vi) ap(va) o ap(vy)

1.1.3 Produto Exterior

Sejam «, 5 € V* e u,v € V, o produto exterior é definido como

(@A B)(v,u) = Alt(a ® B)(v,u) = %

Desenvolvendo o determinante, temos

[(a ® ﬁ)(V, u) - (/8 ® Oé)(V, u)] :

DN |

(0 B)(v, 1) = 3 (0(v)8(w) — a(w)(v)) =
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Como a expressao é valida para quaisquer u, v € V, concluimos que
1
alfB= §(a®ﬂ—5®a) =—BAa.

O produto exterior é associativo e bilinear além de anticomutativo, como visto acima. Nota-se que
aAa = 0. O conjunto desses funcionais bilineares alternados ¢ um subespaco de T2?(V), denotado por
A%2(V). E comum denotarmos A°(V) = R e A'(V) = V*. Um 2-covetor é dito simples se ele puder ser
escrito na forma aj A ag, onde o e g sao covetores.

» Obs.1: Em geral um g-covetor serd dito um g-covetor simples se ele puder ser escrito como o produto
exterior de ¢ 1-covetores, tal como a equacao a seguir:

ar ANag A... N\ ay.

Nao é dificil mostrarmos que para todo espaco vetorial V* tal que n = dim V* < 3 todo g-covetor é simples.
Para dim V* > 4 nem todo g-covetor é simples. Por exemplo, seja V* um espago vetorial de dimensao 4 e
B* = {e!,e?,e3 e?} uma base de V*. Seja vy = e! Ae? + e3 A e*. Nio existe nenhuma combinacio linear
dos vetores {e'} (i = 1,2,3,4) que permita escrever ¥y na forma 1y = a1 A ao. «

A generalizacio da defini¢do acima para um elemento de A*(V) é dada por

ar(vy) ai(va) ai(vy)
(al/\0[2/\-.~/\(,¥k)(V1,V27...,Vk) = % 042(V1) aQ(.VQ) ag(Vk)
ap(vi) ag(ve) - ag(vg)

O conjunto dos funcionais k-lineares alternados formam um espaco vetorial A*(V) e seus elementos sdo
ditos k-covetores. Definimos o produto entre k e m covetores simples por

(@t Nag A== Nag) AN(BiABa A== AB) =a1 ANag A== ANag ABLABa A+ A B

Note ainda que para oy, € A¥(V) e B,, € A™(V) temos, oy, A B = (=18, A a..

Uma base para o espago Ak(V) é dada por e Net2 A--- Aet'* e o nimero de elementos distintos consiste
na combinagao de n elementos tomados k a k, dado por (Z) Um elemento arbitrario ¢ € A*(V) pode ser
escrito na forma

1
Qp = — Z ¢#w2m#keﬂl ANet2 A ... ANetk = Z wmm‘“#kem Ael2 A ... A etk

k!
M2 [k 1 <p2<--<pg

A dimensao de AF(V) é dada por

amst- ()= ()

Portanto dim A*(V) = dim A"~*(V).
» Lema 1: O produto exterior de m covetores anula-se sempre que m > n, onde n =dimV. <«

Demonstracao: De fato, considere o produto a; Aag A -+ A ant1. Se dim V* = n, temos no maximo n
covetores linearmente independentes. Sem perda de generalidade, escolha ay,11 = a’«;. Portanto

Al ANag A ANy = a1/\ag/\~--/\(alo¢1+---+anan)

= (—1)"_1a1a1/\oq/\ag/\~--/\an—i--~~—|—a”a1/\a2/\---/\an_1/\an/\an:0,

pois a; A a; = 0,Voy; € AY(V). O
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Isto mostra que nio existe um espago A*(V) se k > n. O espago vetorial A"(V) tem dimensdo (') =1 e
os elementos de A"(V') s@o denominados pseudo-escalares, enquanto que os k-covetores recebem o nome de
k-formas.

Quando efetuamos a multiplicagdo entre 1-forma obtemos 2-formas, com 2-formas obtemos 3-formas,
..., k-formas, entretanto a algebra A¥(V') ndo é fechada em relacio ao produto exterior uma vez que para
Y € AF(V) e by, € A(V) temos 9y, A by, € AR (V). Uma saida para esse inconveniente é definirmos

AV)=A (VYo AL (V)@ - @ A(V) = @R A (V),

onde definimos dlgebra exterior* do espaco vetorial V.
Um multicovetor arbitrario de A(V) pode ser escrito como [Vaz05, Roc02, Roc0O6a] uma soma de um
escalar, um covetor, um 2-covetor,..., até um n-covetor

AV)3 _a  + o€ —|—Fijei/\ej+Ti]-kei/\ej/\ek—l—-"—i—pel/\---/\e”
~— ~—~ —_——

escalar  covetor  2_covetor 3—covetor n—covetor
n
. ~ n n
e a dimensao de A(V) = E p) = 2",
k=0

1.1.4 Operacoes Dentro da Algebra Exterior

Escrevemos abaixo algumas operacoes bastante utilizadas em algebra exterior.
Projegao: denotaremos por ( ), o projetor

OpiAV) > ARY)
(A <¢>k:¢k

de modo que (1), é a parte k-covetorial do multicovetor 1.
Reversao:

TEAV) = A(V)
b o = ()M,
Involucao Graduada:
#:AV) = AV)
v o ) =k = (FD)P
Conjugacgao: essa operacao é a composicao da reversao com a involucao graduada, e é definida por
TIAV) = AV)
T T
A involugao graduada é um automorfismo da édlgebra exterior, m = 1[1 A g%, enquanto a reversao e a
conjugacao sao anti-automorfismos, Y A ¢ =o AN, YA = o A.

Contragao ou produto interior: no inicio desse capitulo vimos a aplicacao linear a: V' — R. Dentro
do contexto da algebra exterior, podemos ver o funcional o como uma operacio tal que A'(V) = V* —

4A partir deste momento, o espaco vetorial subjacente onde estaremos trabalhando estara implicito pela notacio dos indices.

Com o indice embaixo significa que estamos usando o espago vetorial V', e com o indice em cima o seu dual V™.
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A%(V) = R. Para generalizar esse conceito, introduziremos a operacio denominada contra¢do ¢ esquerda
pelo vetor v, que age sobre v, € A¥(V) e resulta em um elemento de Akil(V), como sendo

(VIvr)(Vi, va, ., Vie—1) = kYp(V, Vi, Vo, ..., Vi_1).

No caso em que k = 1, a definigdo se reduz a v|a = «a(v). Para a € R, temos v|a = 0. A defini¢ao
acima nao é muito boa a efeito de calculo, vamos entao considerar a contracao de a A § por um vetor v pela
definicao e ver o que acontece,

vl(aAB)=2(anp)(v,u) = (a(v)B = B(v)a)u = ((v]a)s — (v]B)a)(u).

A generalizagdo dessa equacao para a contracao a esquerda do produto exterior de um p-covetor com
um g-covetor é dada pela regra de Leibniz graduada

V](Wp A dg) = (V]hp) N g + 7/;19 A (V]gq)

De maneira andloga podemos definir contracdo a direita

(Vr[V)(v1,va, ..o, V1) = ki (v, ve, ..., Vo1, V)

e a generalizagao pela regra de Leibniz graduada para a contracao a direita fica

(Up A dg) LV = Up A (6g|v) + (1 V) A &g

Para encontrarmos a relagao entre a contracdo a esquerda e a direita, basta notarmos que

¢k(VaV1; v avk—l) = (061 Nag A --- /\Oék)(V,V1, o 7Vk:—1)

1
= %l Z G(U)V(aa(l))vl(ag(Q))VQ(040(3)) e Vk—l(aa(k;))

€Sk
v(ar) viag) - v(ag)
1 V1 (041) Vl(ag) e V1 (Oék)
= 4 va(ar) va(ag) oo va(ag)
vi—1(a1) vi—1(ag) - veoi(ag)
= (_1)k71wk(V17 -y Vi1, V)
o que implica em v |1, = (—1)*~14/;.|v. Portando chegamos a relacio v|¢ = —1) | v onde 9 é um multicovetor

arbitrario.

Assim como podemos definir a produto exterior de covetores, formando os p-covetores, é natural gene-
ralizar as definigdes de contragao & esquerda e a direita para um k-vetor [Vaz05, Roc02]. Dado um k-vetor
vi A vy A -+ AV definimos

(ViAVaA---AVg)| =vi|val... vi]
|[(ViAVa A Avg) = |vi|va...|Vk
Das defini¢bes acima segue imediatamente que a contragao de um p-covetor por um g-vetor anula-se

quando ¢ > p. Ilustramos agora o uso da contracao considerando a contracao de um 2-vetor por um
2-covetor e em seguida um 3-vetor por um 3-covetor. Leve em conta v Au um 2-vetor, portanto da definicao

(@nB)(vau) = aff|(vAu)=al((f]v)u—(5lu)v)
= Bv)a(u) - Su)a(v)
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e agora considerando v A u A w um 3-vetor vem
(@ABAN[(VAuAW)=a|B|A](VAUAW)
= o] %(A(V)u AWHAWWAVHAW)VAU—A(W)uAV = A(V)WAu—A(u)v Aw)
= AV)B()a(w) = A(v)B(w)a(u) + A() B(w)a(v) — A(w)B(v)a(w) + A(w)B(v)a(u) = A(w)S(u)a(v).

Considerando os homomorfismos f;: V; — W; (i = 1,2) de acordo com [Vin03], existe uma unica
aplicacao linear f1 ® fo: Vi ® Vo — W71 ® Wh tal que

(f1® f2)(vi®va2) = fi(v1) @ fa(va).

Para o nosso caso

(@ABVAY) = S(a(v)5m) - a@Br) = (@ ARy Aw = (5 Aa)|(vAw)
= S@AB)(vA).

Generalizando o resultado para Y? € AP(V) e =, € A,(V'), obtemos [Vaz05]

1.2 A Algebra de Grassmann

Primeiramente precisamos definir a extensao do funcional bilinear simétrico ndo-degenerado g: VxV —
R, que é o mesmo que estender a correlacao 7: V. — V*. Definimos essa extensao como uma aplicagao
7: Ap(V) = A*¥(V) dada por

T(Vl/\Vg/\---/\Vk):T(Vl)/\T(Vg)/\---/\T(Vk).

Ap6s esse resultado, podemos definir a extensdo do funcional bilinear g: V xV — R, g(v,u) = 7(v)(u).
Denotando por G, a extensao G: Ag(V) x Ag(V) — R para o caso de k-vetores é dada por

GViN- AV, ump A Aug) = kKlr(viA-Avp)(wm A Auag) =7(Vve A Avy)(ag A2 Auag)
ou ainda
g(vi,m) g(vi,uz) -+ g(vi,uy)

g(vo,u1) g(vo,u2) -+ g(va,uy)
G(Vl/\---/\vk,ul/\---/\uk): . .

9(Vi,m) g(vi,uz) o g(vi, )
Dados Ay € A(V) e By, € Ay (V) com k # m definimos
G(Ag, Bpn) = 0.

» Definicao 1: A dlgebra exterior A(V) equipada com a extensdo G para todo A(V') é a dlgebra de
Grassmann do espago vetorial V| que denotaremos por G(V').«
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1.2.1 Isomorfismo de Hodge

Vimos que os espagos vetoriais Ax(V) e A,_p(V) tém a mesma dimensao e, portanto, sdo isomorfos.
Esse isomorfismo nao é canénico e uma maneira de construirmos este isomorfismo é através do isomorfismo
de Hodge, que esta definido dentro do contexto da algebra de Grassmann pois faz uso de uma correlacao em
V' [Vaz05].

O isomorfismo de Hodge dado pelo operador dual x: Ag(V) — A,,_x(V) é definido como

ANxB =G(A, B)Qy
V A, B € Ap(V) e Qy como sendo um n-vetor unitdrio. De onde temos também
*1=Qy, *A = A|Qy.

> Exemplo 1: Vamos calcular o dual de Hodge para os elementos 1,e1,e2,e3,e1 Aes,e3/Ae;, e Aes, e; A
ez Aeg com (e;)2 =1 parai=1,2,3, onde I = ej Aes Aes é o elemento de volume.

xl=1=e;ANexNe3, *ej =ey/Ne3, *es =e3Ae;, *xe3=e;Ae,

x(ej Ney) =e3, x(esNhe;)=ez, =x(eaNes)=e;, I =x(ejNexNe3)=1.

<

1.3 Algebra Exterior como Quociente da Algebra Tensorial

Num conjunto X, dados dois elementos a,b € X, dizemos que a é equivalente a b (e denota-se por a ~ b)
se (i) a ~ a, (ii) se a ~ b entdo b ~ a, e (iii) se a ~ b e b~ centdo a ~ ¢, Va,b,c € X. O conjunto de
todos os elementos equivalentes a um elemento a constituem a classe de equivaléncia de a, denotada por
[a] ={b€ X | b~ a}. O conjunto dessas classes de equivaléncia é denotado por X = X/ ~={[a] | a € X }.

Seja A uma dlgebra sobre um corpo K. Um conjunto I, C A é um ideal a esquerda de A se Ya € A
e Vx € Ij, temos ax € Ij. Analogamente, Ip C A é um ideal ¢ direita de A se Ya € A e Vx € IR temos
za € Ir. O conjunto I C A é dito um ideal bilateral (ou simplesmente ideal) de A se Va,b € AeVr € 1
temos azxb € I.

Suponha que A = B+ C, onde B e C nao sao necessariamente subdlgebras de A e a soma também néo
precisa ser soma direta. Definimos entdo a seguinte relacado de equivaléncia em A

a~b<—a=b+zx, xz€C.
O conjunto A/ ~ tem uma estrutura natural de espago vetorial com as defini¢oes
[a] + [b] = [a + 0], Ala] = [Ad]

para A € K corpo.
Para que as classes de equivaléncia sejam uma &lgebra, definimos o produto entre as classes de equi-
valéncia tal como segue

[a] [b] = [ab]
Para c¢,d € C temos
[a] [b] = [a+ ] [b+d] = [ab+ ad + cb + cd]

ou seja, ad + cb + cd € C, o que é verdade sé se C for um ideal. Nesse caso temos uma dlgebra denominada
dlgebra quociente de A pelo ideal C, denotada por A/C.
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Seja I um ideal de T'(V') consistindo de todos elementos da forma ), a;, ® v v ®b; com v € V,a;,b; €
T(V). Podemos ainda dizer que o ideal I é gerado por v@u+u® v com v,u € V.

Vamos agora mostrar que a algebra exterior é isomorfa a algebra quociente T'(V)/I. A relagao de
equivaléncia em questao é

a~b<=a=b+x, xel.
A classe de equivaléncia de a é denotada por [a] e o produto é denotado por
[a] AN[b] =[a®1D].
Dados v,u € V, podemos calcular v A u de acordo com a defini¢ao acima
veu= %(v@u—u@v)—i—%(v@u—i—u@v)
onde 1/2(v®u+u®v) € I. Com efeito,
veut+u®v=(v4+u)®((v4+u)—-vev—-u®u.
Portanto
vou~vAu= %(v@u—u@v),
ou[vu]=[vAu]e[v]Au] =[vAul.
O resultado acima pode ser generalizado como
ViR @V ~Alt(VI® - @ V) = Vi A AV,
mostrando portanto que

A(V) ~ T(V)/I. (1.2)

1.4 Algebra de Clifford (1)

Seja V' um espaco vetorial® sobre R equipado com um funcional bilinear simétrico nao-degenerado g.
Seja A uma dlgebra associativa com unidade 14 e seja v: V — A uma aplicacio.

» Definicao 2: O par (A,~) é uma dlgebra de Clifford para o espago quadratico (V, g) quando A é gerada
como algebra por {y(v) | ve V)} e {ala | a € R} e v satisfaz

V()W) + (W) (v) = 29(v, u)14]

Vv,uec V.«
A aplicagao 7 funciona como uma espécie de raiz quadrada da forma quadratica Q(v) = g(v,v) uma
vez que
YVIVV) 1 (V)(v) = 29(v, v)1a = (4(v)? = g(v,v) = Q(v).
Essa aplicagao 7 é dita uma aplicacao de Clifford [Vaz05, Roc06a).
Considere uma base ortonormal B = {ey,...,e,} de V. Dentro da dlgebra de Clifford (A, ) para (V,g)

temos y(e;)y(e;) +y(ej)v(e) =0, i#j, e 7(e)® = glei,e;)la.
Como A é gerada por {y(v) | v € V)} e {al4 | a € R} entdo ela é gerada pelos produtos
A = span {y(e1)" y(e2)" ... v(en)"" | pi = 0,1},

onde v(e1)?y(e2)?...v(en)? = 14. O nimero de elementos da forma y(e1 )" y(e2)"? ... v(e,)*" com p; = 0,1
¢ 2". Assim a dimensdo maxima de uma ACS ¢ 27,

0 0

®Podemos na realidade utilizar o espago vetorial sobre um corpo K desde que char(K) # 2.
SLembramos que AC é a forma abreviada para dlgebra de Clifford, como proposto no inicio do texto.
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» Definicao 3: Uma algebra de Clifford (A,~) para o espago quadrético (V,g) é dita uma dlgebra de
Clifford universal se para cada dlgebra de Clifford (B, p) para (V,g) existir um homomorfismo ¢: A — B
tal que p = ¢ oy e ¢(l4) = 1. Denotaremos uma AC universal para (V, g) por C4(V, g).

(A7) 4

(B,p)

Daremos a seguir um contra-exemplo de uma algebra de Clifford que nao é universal.
> Exemplo 2: Seja W o subespaco vetorial de A(R>Y) dado por W = Ag(R>?) @ A1 (R>?) @ Ay(R>Y),
cuja dimensdo é 1 +5+5(5 —1)/2 = 2°/2 = 2. Dados a,b € W defina um produto * em W através de
axb = (
{

onde {e;} (i = 1,2,3,4,5) é uma base ortonormal de R>" e ab é o produto usual da algebra de Clifford.
Note que, e; x ey x e3 xes xe5 = 1, e dal a algebra de Clifford dada nao é universal pois o elemento de
volume, o pseudo-escalar, é miiltiplo da identidade e portanto a dimensido dessa algebra é 2"~ [Vaz05]. <

(
(1+ erezezeqes))og im0
(

ab
ab(1 + ejezezeqes)), + (ab(l + ejezezeqes)), + (ab(l + ejezeseqes)),,

» Teorema 1: A dlgebra de Clifford (A,~) para o espago quadrdtico (V, g) € universal quando dim A = 2™,
onden=dimV. <«

Demonstragao: Considere uma base ortonormal B = {e,...,e,} de V. Para a AC (A,~) temos
v(ei)y(e;) +v(e;)v(e;) = 0 parai # j e y(e;)? = g(e;,e;)14. Nesse caso, o conjunto

{v(e1)"y(ex)! ... y(en)' | p; = 0,1}

nao apenas gera A, mas também é base de A, com a hipdtese de que dim .4 = 2". Seja agora (B, p) uma
AC arbitréria. Temos entao p(e;)p(e;j) + p(e;)p(e;) = 0, para i # j e p(e;)? = g(e;,e;)14 e o conjunto
{p(e1)"1p(ex)"2...p(e,)" | u; = 0,1} gera B. Definimos agora uma aplicagdo ¢: A — B tal que

¢(y(e1) " y(e)" ... v(en)) = p(e1)" p(ea)" ... plen)".

Vemos que ¢ assim definido é um homomorfismo de algebras, satisfazendo ¢(e;)p(e;) + ¢(ej)p(e;) =
2g(ei, e;)1p. Pela definicao, a AC (A, ) é portanto uma AC universal C£(V,g). O

Seja g uma forma bilinear simétrica em R™ de assinatura (p,q), onde p + ¢ = n, de modo que se
B = {ey,...,e,} é uma base ortonormal, para v = v'e; temos:

g(v,v) = (012 4 -+ (WP)2 — (WPTL)Z — o (P02,

Denotaremos esse espago quadrético por RP? e a dlgebra de Clifford correspondente por C¥,, 4, onde Cl), , =
CL(RPT).

» Lema 2:  Definimos o centro de Cl, 4, a AC associada ao espago quadrdtico R4, como

Z(Clypg) = { € Clpg | o = ¢, Yo eCllypy}.

Sen =dimRPY for par entdo Z(Clp ) = No(RPY), e se for impar temos Z(Cly, q) = Ao(RP9) & A, (RP?).
<
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Demonstracao: S6 é necessario demonstrar para os elementos ¢ € Z(Cl,, ) tais que
Yo = ¢Y = Y'eip = pi'e; = e = de;

pois tais elementos geram toda AC. Deste modo basta verificar a comutagao dos multivetores de C/(RP?)
com os vetores {e;} da base ortonormal

eiqﬁquei:>¢ei—ei¢:0:>2(¢/\ei):0.

Os pseudo-escalares comutam ou nao dependendo da dimensao do espaco. De fato, seja j € N tal que
1 <j<mn,onden=p+q. Entdo ez _ne; = (—1)”*1eje12_.n.

Portanto, se n for par, o pseudo-escalar n = e, anticomuta com {e;}. No entanto, se n for impar, 7
comuta com {e;}.

Agora resta analisar o caso de um k-vetor, onde 1 < k < n. Nessas condi¢oes, considere & € Ag(RP?)
arbitrdrio que pode ser escrito como & = a12"e; ey, ... €;, .

Queremos os elementos ;, tais que {re; = €;&,Vj € N, tal que 1 < j < n. Para tanto, suponha &
arbitrario porém fixo, e tome os j e divida-os como

(i) j# {il, 19, ..., Zk} Entao e; e, ... €;,€; = (—1)kejeile,~2 N TR
(11) ] = {il, iQ, ceey Zkz} Entao €;,€iy ... eikej = (—1) 1ejei1ei2 c. €
Portanto § € Ax(RP9) nao comuta com todos os {e;} e desse modo nao pertence ao centro. [J

» Teorema 2: (Marcel Riesz) Uma base ortonormal B = {e1,es,...,e,} gera uma dlgebra de dimensdo

2" a menos que o pseudo-escalar eies . ..e, seja um miltiplo escalar da identidade. (Para as ACs reais o
caso excepcional ocorre quando n = e1s.., = £1. Para as ACs complezas, o caso excepcional ocorre quando
n==+I ou+til). <«

Demonstracao: Para comecar, com apenas uma exce¢ao o produto de um ou mais elementos da
base B anticomuta com pelo menos um dos elementos de B. Para tanto, o produto de um desses elementos
anticomuta com qualquer elemento que aparece no produto. Também notamos que o produto de um ntmero
impar desses elementos anticomuta com qualquer elemento que nao aparece no produto. O tnico produto
que comuta com todos os {e;} é o pseudo-escalar n = eja._ ., quando n é impar, conforme o Lema 2. A
demonstragao do teorema é feita por contradigao [Roc06a]. Considere os produtos que nao sao linearmente
independentes

A(V)3a® +a'e;+aYe;+ - +peia =0

que também podem ser escritos na notagao de indices multiplos, neste caso existe um conjunto de coeficientes
a’t*2"% com alguns desses nao nulos tais que

n
ZailiZ“'i’“eilz‘g...ik —0 (1.3)
k=0

Se o coeficiente de I é nao nulo na Eq.(1.3), podemos dividir a equacao por esse coeficiente, obtendo

n
I+ Z biliQ"'ikeilizmik =0 (1.4)
k=0

onde a soma nao inclui a matriz identidade. Por outro lado, se o coeficiente de I na Eq.(1.4) for nulo, podemos

. . ~ . . . ~ 1 _
retirar um termo com coeficiente nao nulo, digamos €,,m,...m, € multiplicar a equacdo por €, .., m, =
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+e€y,my...m,- Dessa maneira podemos sempre obter uma equacao do mesmo tipo da Eq.(1.4) a partir da
Eq.(1.3). Se todos os coeficientes b*1%2- forem nulos, j4 chegamos & contradicio de que I = 0. Se a soma na
Eq.(1.4) contém um produto, digamos €y, m,...m, que anticomuta com algum e,,, entdo podemos multiplicar
a Eq.(1.4) pela esquerda por e, e pela direita por e, ! e obtemos

n
I+ Z b“”"‘”“emeim_._ikefnl =0
k=0
Notamos que ememlmz,,m%e;z1 = —emlmz...mkeme;l1 = —€mimy..my- Assim podemos somar a Eq.(1.4) a
Eq.(1.3) e obter uma nova equagao que a menos de um fator 2 é idéntica a Eq.(1.3) exceto que agora ird
aparecer pelo menos um termo (€;,m,...m, ) @ Menos na soma. Se n é par, o processo pode ser repetido até
que a soma se reduza a zero e obtemos a contradicdo I = 0. Se n é fmpar o processo pode ser efetivado
até que tenhamos I + an = 0. Assim obtemos novamente uma contradigao a menos que 7 seja um multiplo
escalar da identidade.l]

As classes das possiveis ACs nao-universais sao restringidas pelo seguinte teorema:

» Teorema 3: Se a dlgebra de Clifford CL(RP?) gerada por uwma base ortonormal {e1,...,e,} ndo é
universal, entdo n € impar. Além disso, se a dlgebra de Clifford for real e nao for universal, entdo p—q—1
€ um maltiplo inteiro de 4. <

Demonstragao: A primeira frase desse teorema vem da demonstracao do Teorema de Marcel Riesz
[Rie58]. A segunda frase segue da condicdo de que 12 = 1. Portanto,

n* = e neiz. n = (—1)"""V 2%, sie1s , = (—1)"TD2(—1)0T
J& que n? = I, temos que n(n —1)/2 +q =2k, k € N. Sendo n impar por hipétese, n = 2m + 1, m € N.
= (2m +1)(2m) + 2¢ = 4k = 2m + 2q = 4(k — m?)
Mas2m =n—1=p+ q— 1. E entao a equacgao se torna
p+3¢—1=4k—m?*)=>p+3¢—1—-4g=4(k—m?) —4g=p—q—1=4(k—m* —q)
O

1.5 Algebra de Clifford (2)

Seja (V,g) um espago quadratico e T'(V') a édlgebra tensorial. Considere o ideal J de T'(V') gerado por
elementos da forma ), a; ® (v® v — g(v,v)lr) ® b;, com a;,b; € T(V) e 17 é a identidade da &lgebra
tensorial. Podemos também dizer que o ideal J é gerado por v @ u+u® v — 2g(v,u)lr [Vaz05, Roc02].

Para construirmos a dlgebra quociente T'(V')/J considere a relagao de equivaléncia

a~bsa=b+x, x€EJ
Por enquanto o produto entre classes de equivaléncia serd dado por ¢
[a] o [b] = [a @ b]
Sejam v,u € V, podemos calcular o produto v ¢ u de acordo com a definigdo acima

veu = 1/2(veu—-u®v)+g(v,u)+1/2(veut+u®v)—g(v,u)
= 1/2(veu—u®v)+g(v,u)+1/2[(v+u)® (v+u)
—vev—-—u®u—g(v+uv+u)+g(v,v)+ g(u,u)]
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O termo em colchetes estd em J, de modo que v u ~ 1/2(v®u—u® v)+ g(v,u) ou ainda v®u ~
v Au+ g(v,u). Portanto podemos escrever o produto de vetores na élgebra quociente T'(V')/J como

’vou:v/\qug(v,u)‘

Generalizando as expressoes acima para v,u,w € V vem
V/\u/\w:é(v@(u/\w)—u®(v/\w)+w®(v/\u)) (1.5)
Para os dois ultimos termos da Eq.(1.5) escrevemos
uR (VAW)~u@vew-—g(v,wiu we((VAu)~weveu-—gv,uw (1.6)
Usando
uRv+veu~2g(u,v) WRV+veu~2g9(w,v)
podemos escrever a Eq.(1.6) como

u® (VAW)~—voulw+2g(u,v)w —g(v,w)u
wW® (VAU ~-—vewu+2g(w,v)u—g(v,u)w (1.7)

Substituindo a Eq.(1.7) na Eq.(1.5) obtemos

1
VAUAW = g(v®(u/\w)—|—V®u®w—29(u,v)w—|—g(v,w)u

—vw®u+2g(w,v)u—g(v,u)w)
= v (uAw)+g(v,w)u—g(uv)w

Lembrando de 7(v)|(u A w) podemos escrever
ve (UAW)~vAUAW+T(V)[(uAW)

ou seja, o produto de um vetor e um 2-vetor na élgebra quociente T'(V')/J pode ser escrito na forma

’VO(U/\W)NV/\U/\W“FT(V)J(U/\W)‘

que é a generalizagdo de vou=v Au+ g(v,u).
Portanto, a generalizagao do produto entre um vetor e um p-vetor na algebra quociente é dada por

voA,=vAA+71(v)|A, Apov=A,Nv+ Ay|T(v) (1.8)

A 4lgebra quociente T'(V))/J é uma algebra de Clifford” [Ben87, Sny97, Hal74]. De fato,

vou+uov=_2g(v,u)lpy).; (1.9)

Agora veremos o resultado que garante que a AC construida a partir da dlgebra quociente da &lgebra
tensorial pelo ideal J é de fato uma AC universal.

"A partir deste momento evitaremos de escrever explicitamente a aplicacio de Clifford v deixando-a subentendida e também
abandonaremos o uso de ¢ e denotaremos o produto em C{(V, g) simplesmente por justaposi¢do. Escrevemos portanto, vu+uv =

2g(v,u)lr(vy, s ao invés de y(v)y(u) +y(u)y(v) = 2g(v,u)la e vA, = vAA,+7(v)]Ap no lugar de vo Ap = vAA,+7(v)] Ap.
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» Teorema 4: Sejam (V,g) espago quadratico, CL(V,g) = T(V)/J dalgebra de Clifford e (A, p) uma
dalgebra de Clifford para (V,g). Entao existe um homomorfismo ¢: CL(V,g) — A tal que p = ¢ oy, onde v é
a aplicagao de Clifford v: V. — Cl(V, g).

ClV,qg) \%

(A, p)
<
Demonstragao: Para a AC (A, p) temos p: V — A tal que p(v)? = Q(v). Podemos estender a aplicagio
p para T(V) como p': T(V) — A dada por
pP(vi®-@vy)=p(vi)...p (Vi)

Seja o espago quociente T'(V') /ker p/, onde os elementos sdo as classes de equivaléncia [x] construidas por
x ~y < x—y € kerp’. Podemos ainda escrever [z] = m(x), onde x € T(V) e n: T(V) — T(V)/kerp'.
Nesse caso existe uma aplicacao ¢: T(V)/kerp’ — A dada por ¢([z]) = p'(z), Vz € T(V), que é um
homomorfismo,

o([2] [y]) = d([x @ y]) = p'(z @y) = p'(x)p'(y) = ([z])([y])-

Por outro lado, olhando para p’ vemos que p'(v ® v — Q(v)) = 0, ou seja, o ideal J C ker p’. Portanto
ClV,g) =T(V)/J C T(V)/kerp' uma vez que os elementos de T'(V)/J sao dados pelas classes de equi-
valéncia x ~ y < x—y € J C ker p/. O homomorfismo ¢ pode ser restringido como ¢: C4(V, g) — A e temos
para v € V que ¢([v]) = p/(v) = p(v). Uma vez que [v] = y(v) segue que p = ¢ 0, o que demonstra a
universalidade de C{(V, g). O

1.5.1 Algumas Consideragoes Gerais

Seja B = {eq,...,e,} uma base ortogonal de V. Da equagao vA, =v A A, + 7(v)] A, vemos que
e;e; =e; /\ej, 1#£ ] (1.10)
que podemos utilizar quantas vezes for necessdrio para mostrar que

€€y .-y, =€y ANy, Ao ANey,, i #F g, Vi, j=1,...,p

A dimensdo de CU(V,g) ¢ > (n) ou seja, dimCl(V,g) = 24mV . A glgebra de Clifford CA(V,g) é uma
p
p=0
algebra Zo-graduada®. Podemos escrever

CUV,g) =CLH(V.g) & CL (V. g),

8Dizemos que uma lgebra A é G-graduada se seu espago vetorial subjacente V for G-graduado, ou seja, se existem subespacos
Ai (k € Q) tais que A = ®rAi e se dados zx € A, yi € A temos zry; € Agti. Os elementos de Ay sdo ditos homogéneos de

grau k. O ndmero k é denominado grau de z € Ay e serd denotado por deg(zx) ou |zk|.
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1
onde CIE(V, g) = L (CA(V, g)) = 5(1 + #)(CL(V,g)). Temos entao que

ClH(V,g)Ctt(V,g) C CLT(V,g), ClH(V,g9)Cl~(V,g9) CCL(V,g)
Cl=(V,g)Clt(V,g) c Cl=(V,g), CL(V,g)Cl(V,g) CCLT(V,g)

Uma vez que C41(V, g)ClT(V, g) € CL(V, g), o conjunto C€T(V, g) é uma subdlgebra da &lgebra C4(V, g),
chamada de subdlgebra par.

cti(v.g)={AecuV,g)| A=#A=A}.

1.6 Algebra de Clifford (3)

1.6.1 Operadores de Criacao e Aniquilacao

Em G(V) podemos realizar o produto exterior entre o vetor v e o multivetor A como v A A ou A A v.
Como o resultado é um multivetor, interpretamos esse produto exterior como um elemento do espacgo dos
endomorfismos® de A(V'), denotado por End(A(V)). Definimos E: V — End(A(V)) por [Vaz05]

EWV)(A)=vAA

onde E é dito um operador de criagao. Olhando para o produto exterior entre v e A na ordem reversa, i.e.,
A A v, podemos definir outro operador que definimos por ET: V' — End(A(V))

E'(v)(A)=AAv
Existe uma relacio entre os operadores E e ET. Considerando o caso em que A é um k-vetor temos
vAA,=(—1)*A, Av, donde escrevemos v A A = (#A) Av,
segue portanto que
Ev)=Blvy#  Elv)= Ev)#

Outra operacao sobre multivetores sao as contracoes a esquerda e a direita por um covetor. Utilizando
estas operacoes definimos os operadores I e IT. O operador de aniquilagio I: V* — End(A(V)) é definido
por

J4 o operador IT é definido como
I'(a)(4) = Ala,
e a relagao entre esses operadores segue direto da relacao entre as contracoes a esquerda e a direita

I(a) = ~I'(a)# I'(a) = ~I(a)#

9Uma aplicacio ¢: X — Y é um homomorfismo se ¢(a * b) = ¢(a) ® ¢(b), onde * é a operacio em X ¢ o a operacdo em Y.

Se Y = X entao esse homomorfismo é dito um endomorfismo.



1. Algebras de Clifford 19

Da propriedade de anti-comutatividade do produto exterior de dois vetores segue de imediato a relacao
de comutacao entre os operadores do tipo criacao:

|E(v)E(u) + E(u)E(v) =0 (1.11)

Com efeito,
(E(v)E(u) + E(u)E(v)) (4) = (E(v)E(u))(4) + (E(m)E(v)) (4)
= VAuANA+uAvVAA=vAuANA—-vAuNA=0
para todo v,u € V, A € A(V). Do mesmo modo temos que
ET(v)Et(u) + ET(w)ET(v) = 0.

Temos também a relacao de comutacao entre os operadores do tipo aniquilacao:

[ 1(a)I(B) + I(8)I(a) = 0] (1.12)

Va, B € V*. Com efeito,

I()I(B) +I(B) () (A) = (L()I(B)) (A)+ (I(B)I(a)) (A)
1 (B]A) + 8] (a]A) = a] (B]A) + (BN a)|A
1 (B]A) = (aAB)JA=a]B]A—a|B]A=0

0}

|
Q

Analogamente segue
I'(a)I'(8) + I'(B)I' () = 0.
E finalmente, temos a relagdo entre os operadores de criacao e aniquilacao.
I()E(v) + B(v)I(a) = a(v)] (1.13)
I'(@)E'(v) + E'(v)IT(a) = a(v)
Demonstraremos apenas o primeiro resultado uma vez que o segundo é obtido de maneira completamente
analoga
(I()E(v) + E(v)I(a)(4) = [()E(v))(A)+ (E(v)I(a))(4)
= a/(VAA) +vA(a]A) =(a|]v)NA -V A(a]A)+vA(a]A)
= (ajJv)NA=a(v)A

1.6.2 Algebras de Clifford C/(V,+g) e C{(V, —g)

Seja V' um espago vetorial munido de uma correlacao simétrica b: V' — V* e os operadores E: V —

End(A(V)) e I: V* — End(A(V)), denotando a composigao de I e b por I ob de modo que [ob: V —
End(A(V)), podemos considerar a soma ou a diferenga dos operadores E e I ob. Assim definimos y4: V —
End(A(V)) como

v =ExTob (1.14)

» Teorema 5: As aplicagoes v+ definidas acima sao aplicagoes de Clifford e as quantidades v (v), v €V

satisfazem

7 (V)72 () + 72 (W) (v) = +2g(v, u) 14|
gerando a dlgebra de Clifford CL(V,+g). <«
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Demonstracgao: Usando as definigoes de vy e as relagoes de comutacao Eq.(1.11), Eq.(1.12) e Eq.(1.13)

V=(vV)yx(u) = [E(v) £ I(vy)] [E(u) £ I(w)]
= E(v)E(u) £ E(v)I(w) £ I(v;)E(u) + I(vy)I ()
cE(V)vE() +yx(u)ye(v) = E(v)E(u) £ E(v)I(w,) £ I(vy)E(u) + 1(v,)1(w)
+ E()E(v) £ E(u)I(vy) £ I(w)E(v) + I(w,)I(v,)

= Z4uy(v) £ v,(u) = +2g(v,u)

g

1.6.3 Suficiéncia da Algebra CUV,+g)

Acabamos de definir duas dlgebras de Clifford, C4(V,+g) e C4(V,—g), mostraremos agora que nao ne-
cessitamos trabalhar com as duas dlgebras provando que uma delas é redundante [Vaz05].

As Aplicagdes de Clifford |

Sabemos que o operador ET(v) consiste na multiplicacio exterior & direita. Da mesma maneira que I(v,)
consiste na contracio & esquerda pelo covetor vy, e IT(v,) consiste na contracio a direita. Assim definimos

vl: V — End(A(V)) formado de operadores que agem somente a direita
vi=Et+1to)

Com célculos semelhantes e fazendo-se uso das relacées de comutacao encontramos que

k(@) + ALl (v) = £29(v, ).

Essa relacao nos diz que as quantidades {VL(V) | v e V} satisfazem as mesmas relagoes das quantidades

{y+(v) | v € V}. Logo, denotamos por C/T(V,+g) as lgebras geradas por {fy:rt(v) |v e V}.

Relagao entre 74 e 'yl
Do estudo dos operadores de criagao e aniquilagao temos dois importantes resultados:
Vo =E'£1Tob=E# £ (—I#)ob=E#F (Tob)# = [EF (Iob)]#

ou seja,

vl =Vx#
TE = ’Yl#

Esse resultado implica que a dlgebra gerada por y_ é isomorfa a algebra gerada por *yi, assim como a

algebra gerada por v, ¢é isomorfa a dlgebra gerada por 'yT_. Explicitamente:
COH(V.+g) ~ CUV, —g), CEH(V, —g) = CUV, +g)

Portanto conclui-se que ndo héa necessidade de considerar as duas ACs Cl(V,+g) e C¢(V,—g), onde
cada uma satisfaz relagoes de comutacoes distintas. Basta tomar uma delas, C{(V,+g) por exemplo, e
considerarmos a acao dos seus geradores tanto a esquerda como a direita.

E fécil ver que o produto entre v, (v) e *yi(u) comuta, ou seja,

Y (v)rd () = AL (w)re(v) = 0 (1.15)
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Com efeito, usando as defini¢bes temos que

#A— (E(w) = I(w))#(E(V) +1(v,))A
A—(E(u) — I(w))#(v A A+ v,]A)

FUAVAA—uA(v)A) + (w V) AA+v A (w]A) +uy (v, ] A)
= (v;]u) AA—U/\(/VEA) — vy ) (w, ] A) —u A (vy]A)
+(u, |[¥) A A+, (v, ] A)

Como g(u,v) = w,(v) = v,(u) = g(v,u) temos (u,]¥) A A = —(v,Ju) A A. Além disso —u A (v, ] A)
—uA (V,]A) = —u A ($]A) = uA (v,JA). Vemos tembém que w)(v,]A) = u,|(v,]A) = —u,|(v,)]
para A € A,(V) e o resultado para A € A(V) segue por distributividade. Por outro lado, —v, | (u,|A)
—(vAu)Ad = (uAv)A = u(v,]A). Assim chegamos ao resultado 'y+(v)71(u) - vi(u)fw(v)
Resultado equivalente a 4 (v)y—(u) — v—(u)y4(v) = 0.

A Eq.(1.15) é importante porque permite escrever o produto agindo em ambos os lados e satisfaz a
propriedade de associatividade. De fato, Avy,(v) = "yi(v)A para Vv € V — A(V),VA € A(V), segue
também

(Y (V) A) 7 (w) = 74 (v)(Are(0) = 74 (v) Ay (w)

Resumindo, basta considerar a algebra gerada por {vy(v)|v € V} agindo através da multiplicagao a
esquerda e & direita. Daqui em diante trabalharemos apenas com C¢(V,+g) = C{(V, g) passando a omitir o
indice 4+ também nos geradores {y(v) | v € V'}.
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Classificacao e Representacao das Algebras de Clifford

A fim de compreender mais sobre as algebras de Clifford estudaremos sua classificacao e representacao
[Bud89, Cheb4, Cli78, Cru90, Gil9l]. Para isso apresentaremos resultados conhecidos e de grande im-
portancia nesta drea. Podemos citar, por exemplo, a versao algébrica do Teorema de Atiyah-Bott-Shapiro
conhecido como Teorema de Periodicidade e que possui uma versao generalizada [Ati64, Vaz05]. Além disso,
apresentamos uma série de definigoes e resultados [Ben87, Bae01] de maneira a estabelecer uma ponte até o
Teorema da Decomposi¢ao de Wedderburn e por fim, estabelendo combinagoes de isomorfismos encontramos
as ACs fundamentais que ao todo sdo quatro mas sdo o pilar sobre o qual classificamos todas as ACs reais
e complexas.

2.1 Ideais

Uma algebra A sobre R é um espago vetorial sobre R junto de um mapa bilinear

AxA — A
(a,b) +— ab

onde ab denota o produto da algebra entre os elementos a e b.

Seja A uma algebra. Um subespaco vetorial I;, C A é chamado um ideal a esquerda de A se Aly, C Iy,.
Analogamente, a um conjunto /g C A denominamos ideal & direita de A se Ig A C Ig. Um conjunto I C A
é um ideal bilateral (ou simplesmente ideal) de A se AIA C I. Obviamente ideais sao subdlgebras. Um
elemento nao-nulo a € A é dito nilpotente se a* = 0 para algum k € N. Dizemos que uma algebra ou ideal
é nilpotente quando todos seus elementos sdo nilpotentes. Segue portanto que todo ideal nilpotente de A
esta contido em um unico ideal nilpotente maximal, chamado de radical. Uma algebra é semi-simples se seu
radical for nulo.

» Definicao 4: Uma algebra é dita simples se seus Unicos ideais sdo os triviais, desde que A nao seja
unidimensional e nilpotente.«

Enunciamos vérios resultados de algebra, cuja demonstracao pode ser encontrada em [Ben87] e outros
bons livros de dlgebra, com o objetivo de construir um caminho para o Teorema da Decomposicao de
Wedderburn na Secao 2.4.

» Teorema 6: Uma dlgebra é semi-simples se, e somente se, é simples ou soma direta de dlgebras simples.
|

Uma algebra A é associativa se

(ab)e = a(bc) para todo a,b,c € A
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Dizemos que uma dlgebra sem divisores de zero é aquela onde se verifica a propriedade
ab=0=a=0o0ub=0.

Uma dlgebra de divisdo é uma dlgebra sem divisores de zero. Se uma algebra de divisao é associativa, entao

ela tem unidade 1 e cada elemento nao nulo tem inverso tnico.

» Defini¢ao 5: Uma dlgebra A é alternativa se para todo a,b € A satisfaz as identidades
(aa)b = a(ab)
b(aa) = (ba)a

e flexivel se a(ba) = (ab)a, veja [Sch95, Bae(l].«

Toda 4lgebra alternativa é flexivel, pois a(ab) = a?b = (aa)b. Uma &lgebra de divisio alternativa possui
unidade e admite inversa, que sao tnicas.

Uma algebra A com forma quadrética positiva definida N: A — R preserva norma, ou admite composi¢ao
se Va,be A

N(ab) = N(a)N(b)
» Teorema 7: R,C,H e O sdo as unicas dlgebras de divisdo normadas. 4
» Teorema 8: R,C,H e O sdo as unicas dlgebras de divisdo alternativas. 4

» Teorema 9: Todas as dlgebras de divisao tém dimensdo 1,2,4 ou 8. <

As demonstragoes dos Teoremas 7 e 8 podem ser encontradas em [Sch95] e a demonstragao do Teorema
9 pode ser vista em [Bot58].

2.2 Teoremas sobre a Estrutura das Algebras de Clifford

Nesta Segao apresentaremos os resultados responsaveis pela classificagao das ACs reais e complexas na
algebras das matrizes [Vaz05, Roc06a]. No decorrer do texto passamos por resultados conhecidos e de grande
relevancia para esta abordagem, como exemplo citamos a Complexificacao das Algebras de Clifford, donde
obtemos que uma AC complexa pode ser identificada por isomorfismo com o produto tensorial entre os
numeros complexos e uma AC real. Dai, uma vez classificada as ACs reais, este resultado nos facilitard a
vida quanto a classificacao das ACs complexas. Outros resultados essenciais sao o Teorema de Periodicidade
e sua generalizacao [Ati64, Ma89, Bot58] donde é possivel fazer combinagoes com isomorfismos e perceber que
s6 é necessario conhecer quatro ACs uma vez que as restantes sdo obtidas & partir destas por combinacdes.

» Definigao 6: (Produto Tensorial Graduado) Sejam A e B duas dlgebras graduadas. Dados aj,as € A
eb,bs€B

(a1®b1)(aa®by) = (—1)1P1192l gy a3 &by by

onde ® é o produto tensorial usual e a notacio chapéu é para lembrar que o produto leva em conta a
graduagao dos elementos envolvidos. <

» Teorema 10: Sejam (V,g) e (V',¢') dois espagos quadrdticos e CL(V, g) e CL(V',¢") as suas respectivas
dlgebras de Clifford. Entdo

CUV oV, gdg) ~ClV,g)&ClV', g

onde ~ denota um isomorfismo de dlgebras de Clifford e V& V' a soma direta ortogonal de V e V'. <
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Demonstragao: Seja g @ ¢’ o funcional bilinear simétrico definido em V & V', onde
(g d)v+vi,ut+tu)=gv,u)+g(, ), Vv,ueV,v ueV.
Podemos definir uma aplicagio I': V& V' — CL(V, g)@CL(V', g') como
I'(v+v)=v®l+ 1ev

onde estd subentendido que v = y(v) e v = 4(v'), com v: V — Cl(V,g) e v': V! — ClV',¢'). Essa
aplicacao I' é uma aplicacao de Clifford. Para tanto,

C(v+v))? = (vO1+1&V)(vR1 4+ 1&V)
— ( )0 1 2®1 + ( )0‘0v®vl + (71)1.1V®V/ + ( ) ( /)2
= V14 v&V —vaV +18(V)? = v201 + 1&6(V)?
= g(v,v)®1+ 104 (v, v) = (9(v,v) + ¢ (v, v))1&1
= (god)(v+Vv,v+v)ixl (2.1)

Considere CL(V V', g g’) a dlgebra de Clifford associada ao espago quadrético (V@ V', g®g’). Pelo Teo-
rema 1 (da Universalidade da Algebra), existe um homomorfismo ¢: CL(V V', g®g') — CLV, g)RCLV', g").
Como

dimCUV & V' g & g) = 28mVeV) — odimVodimV" _ qipy cp(V, g)&Cl(V', o)

temos que ¢ é isomorfismo.
S ! / F !

CUV,g)@CLV',d)~—V &V

)

VoV ,gadd)
O

A partir deste momento consideraremos algebras de Clifford reais e complexas, para isso definiremos a
complezificacao de um espago vetorial. Seja V um espaco vetorial, V¢ é a sua complexificacao com elementos
da forma u +iv, com u,v € V e i a unidade imagindria. Notamos que Vo =C® V.

Dada uma forma bilinear simétrica g em V', definimos a sua extensao gc para V¢ como gc: Ve x Ve — C
dada por

gc(uy +ivi,ug +ive) = g(ug, uz) — g(vi, vo) +i(g(ur, va) + g(vi, uz)).

» Teorema 11: (Complezificagio das Algebras de Clifford) Sejam (V,g) espago quadrdtico sobre R e
Cl(V,g) a dlgebra de Clifford real associada. Considere a dlgebra de Clifford complexa C4(Vc,gc) para o

espaco quadrdtico complezificado (Vc, gc). Entdo

Cl(Ve,g9c) 2 CoCUV, g).
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Demonstragao: Primeiramente observamos que a complexificacdo C ® C/(V,g) é uma algebra com o
produto

(a®A)(b®B)=ab® AB, a,beC, A, BeClV,g).
Definimos uma aplicagao I': Vo — C® Cl(V, g) por
I'=1®vy

onde 1 denota a identidade e v: V' — C{(V, g) a aplicacao de Clifford. Portanto, paraa®@ v e C®V = V¢
temos

FNa®v)=a®@y(v)=a®v.
A aplicagado I' é uma aplicacao de Clifford. De fato
(Pa®v)? = (a8 V)(a®v) = a® @ g(v,v).

Se Cl(V, gc) é algebra de Clifford, pela universalidade da dlgebra existe um homomorfismo ¢: C4(Vg, gc) —
C® Cl(V,g). Como dim Cl(Vg, gc) = 24m Ve = 22dimV — qim(C @ Cl(V, g)) temos que ¢ é isomorfismo.[]

» Teorema 12: (Teorema de Periodicidade) Seja Cly, 4 a dlgebra de Clifford do espago quadrdtico R™.

Temos os segquintes isomorfismos

C€p+1’q+1 >~ 661’1 &® Cgp’q, (2)
Clyprag =~ Clog ® Clyy,  (id)
Cﬁpﬂ_,_g ~ 05072 ® ng,p, (4i7)

onde p>0,q>0 e® denota o produto tensorial usual. <

Demonstragao: Seja U espago bidimensional onde esta definida a forma bilinear simétrica gy. Escreve-
mos u = u'f; + u?fy € U em termos de uma base ortogonal {f;,fp}.

R%? = (R? g = diag (-1, —1));RY = (R? g =diag (1, —1));R*’ = (R? g=diag(1l, 1))
At 0 (w 1,2 212
awtuw) = () (3 1) (1) = Gl

A1 = +1, Ay = £1, onde escolhemos A\; e Ay de acordo com o caso: U = R*?, RL! ou R%2. Definimos uma
aplicacao linear

FNv+u) =fiftbeov+uxl,YVuelU v e R

e subentendido que f; = p(f1), f» = p(f2), u = p(u) e v = y(v), com p e 7 aplicagoes de Clifford p: U —
ClU,gu) e v: RP? — Cl, ,. Vamos mostrar que I' é aplicacao de Clifford.

C(v+u)? = fhHheov+ul)(fihbov+uel)
= (f1f2)2 X V2 —+ (uf1f2 —+ flfgu) KV 4+ u2 ® 1.
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Lembrando que {f},fs} é base ortogonal, temos fifo = f; A f5 = —fof;. Logo
Eq.(1.8)
ufify = uA/ (flfg) —|—uJ(f1f2) =uAl (fl /\f2) —I—UJ(fl /\fg)

= (UM ) A EL AR +u](fy Af) =ul(f] Af). (2.2)

fibu U (E6) Aud (Bif)[u= (fif) A (W' + u?6) + (£ A f)|u
=  —u/(fiAR) =—ul(fi Af) (23)

coufify + fifou = 0.

Agora, (T(u+v))? = (fif)? ® v? + u? ® 1, de onde

(fify)? = —f2f2 = —X\)o, entdo
Tv+u)® = “Meog(v,v)+gu(uu)®1
= (g(v,v)+gr(u,u)l®l
[A(u')? 4+ Ao (w?)® = MAg [(01)2 4.4+ (WP)? — (0P — . = (v™)?]] 1@ 1

Portanto, I': W — C4(W, gi) é aplicacao de Clifford, onde W = RP? @ U é espaco (n + 2)-dimensional, e
um elemento w € W pode ser escrito como w = u'f; + u?fy + v'e;. Se U = R?P, temos que W = RIt2P,
enquanto que se U = RV temos W = RPTL4HL | Finalmente, para U = R%? teremos W = R%P+2,

Os isomorfismos seguem da universalidade da algebra. [

Haviamos definido anteriormente as trés operacoes basicas! das ACs das quais temos um automorfismo
e dois anti-automorfismos. Redefinimos a notagao de tais anti-automorfismos, sugerindo uma nova notagao:
para a reversao, a1, e para a conjugacao, «_1, de modo que podemos unificar as 2 operagoes na notacao
ae, (e = +£1) [Roc06a]. Com essa nova notagao, enunciamos [Ma89] a generalizacdo do teorema anterior:

» Teorema 13: (Teorema de Periodicidade Generalizado) O Teorema de Periodicidade ([Ati64]) se

generaliza em seus anti-automorfismos como

(Clpt1,g+1, ) = (Clp g, a—e) @ (Cly 1, ).

<

Demonstracao: Os conjuntos {e;} e {f;} sao geradores das algebras C¢,, ; e C{; 1, respectivamente. Tome
D = {e; ®fify,1®f;} um conjunto de geradores para Clpi1 441 =~ Clp,®Cl1 1. Considere agora a aplicagao
(a_c®@ae)(e;@f1fy) = a_c(e;)@ac(fify) = e(e;@f1fy). Também (a_e®oz€)(1®fj) = a_5(1)®oze(fj) = 6(1®fj).
Portanto os geradores sao multiplicados por €, o que prova o teorema.[]

> Exemplo 3: Seja p: Cl39 — M(2,C) a representacao obtida pelo mapa p: e; = p(e;) = 0; dado por

oron—(1 ). s (0 3). s (3 )

que sao as matrizes de Pauli. Nesta representacao um multivetor U € Cl3 o corresponde a matriz ¥ = p(1)),
onde ¥ = a + a'e; + a’es + ales + al?e1s + a'de13 + aPess + a'?eas € Cl3. Entao ¥ é dado por

B ((a +a3) +i(a? +a'®) (a' —a'?) —i(a® - a23)> . (Z1 23)
T \(a' +a®) +i(a®+a®) (a—ad) —i(a'?—a'?)) T \z 2/

'Reverséo, involucio graduada e conjugacio.
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A reversao, a involugao graduada e conjugagao de ¥ € Cl3 o correspondem respectivamente a
~ 27z A o —z — 24 —23
P- (0 2) = (G ) e (2. (24)

R3 24 Z3 Z1 22 2
em M(2,C)<
Dos isomorfismos acima podemos realizar combinacoes para obter varios outros como segue:
(@ ()
Cgpm ~ C€1,1 X Cfp_lyp_l ~ Cﬂl,l & 651,1 ® Cfp_g’p_g ~ QP Cfl,l

Cliy =  Cli® Clyrg D ClL® Cly® Cly sy 2 Cly® @ Cliy®Clogy

p—vezes
RSl ® Clog
Clyg 1 Cla® Clygo (2.5)
Alguns casos particulares de interesse sdo
Clos ® Clay = Clya, Cloa® Clag = Clos (2.6)
e
(dii) (@)
652,2 ~ Cfog & Cfo}z ~ (35171 ® Cle ~ 662’2 (27)

Destes isomorfismos segue ainda que
Cloa @Clyg=Clygta Clog @ Cly g =Clpgts (2.8)
Um isomorfismo que nao segue da analise acima mas que sera muito importante é
Clyp~Cly (iv)

Podemos construir explicitamente esse isomorfismo. Os elementos de Cl g sao da forma Clay > ag + arer +
as€es +aj12€e1€e2 com (61)2 =1le (62)2 =1 e os elementos de Cle sao da forma, C£1,1 S bg+b1fy +bofy +byofify

com (f1)? =1 e (f2)2 = —1. Defina uma aplicacio linear ¢: Cly o — Cly 1 tal que
¢:Clay — Clig
1 = ¢(1) =
el — ¢er) =1
ex — oez) =fify
ele; — pejey) =fH

Assim ¢ é um isomorfismo.
Usando o tltimo isomorfismo encontrado, C¥s 9 ~ C¢; 1 dado por (iv), e combinando com outros isomor-
fismos ja mostrados podemos ver sem grandes dificuldades que
Clorig @ Clog® Clypo1 = CliL® Clypy 2 CE
p+lg = Clao® Clgp1 = 11 @ Cbgp—1 = Clgy1p.
E possivel ainda escrever outras combinacgoes dos isomorfismos acima entretanto isso ja nao é mais
importante uma vez que ao conhecermos as algebras de Clifford

CEI,O 66071 650,2 Cﬂl’l ~ sz,o

entdo todas as demais serdao conhecidas utilizando-se os isomorfismos acima. Desta maneira temos um
método para classificar as dlgebras de Clifford.
Para finalizar, apresentamos um resultado de grande importancia:
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» Teorema 14:  Seja Cl,4 a dlgebra de Clifford associada ao espago quadrdtico RPY e Cﬁzq a sua

subdlgebra par, entdo

C€+ ~ CE‘LP—l ~ Cgp,q—l ~ Cf;r’p

pPq —

<

Demonstracao: Primeiro iremos mostrar que Cly,—1 ~ Clp4_1.

(i4) (iv) (4
Cfp’q_l ~ 65270 ® Ceq_l’p_g ~ Cel,l ® ng_Lp_Q ~ ng,p—l-

Em seguida mostraremos que CE;q ~ Clyp 1. Sendo RPY = {e; fy},i=1,....,p;k =1,...,¢, com e? _
17f,? = —1, onde para i # j, k # [,i # k temos

e;e; + eje; = 0, fpfi+£6f,=0 ef+fe;=0

Ao (RPY) = (ejej, fi.f], e;fy), mas nem todos elementos sao linearmente independentes e formam uma base.
Temos elementos redundantes tais como

(eifk)(eifl) = *fkfl
Escolhendo e; € RP?, temos que {eje,,,eify} com (m=2,...,p;k=1,...,q) gera Ay(RP?) — Cﬁ;q

ga = e1€q+1, (azl,...,p—l)
Cb = elfb7 (b:177Q)

€2 = (e1eq41)? = —efe?

G = (e1fy)” = —eiff = —(-1) =1

—elea+1 — —1

onde

gafc + gcfa =0, (a 7& C) Cde + CdCb =0, (b 7& d) gaCb + Cbga =0, ((I 7& b)

Portanto, {(3,&} (b=1,...,¢;a=1,...,p—1) sao geradores de uma AC associada ao espaco quadrético
R%P~1, ou seja, COF, ~ Clyp1.0

> Exemplo 4: Neste exemplo mostraremos que a subalgebra par da dlgebra do espaco tempo de Minkowski
é isomorfa a dlgebra das matrizes de Pauli. C£I3 ~ Clzg

¢: Clfy — Clyg
Y = 9() =% =1
o= d(n) = =01
Y2 = B(12) =072 = 02
3+ B(v3) =073 =03

onde 01,09 € 03 sao as matrizes de Pauli dadas no exemplo anterior.<
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2.3 Representacoes

» Definicao 7: Seja .4 uma dlgebra real e VV um espaco vetorial sobre K = R, C ou H onde R e C s&o corpos e
H é um H-médulo. Uma aplicagao p: A — Endg (V') satisfazendo p(14) = 1y e p(ab) = p(a)p(b), Va,b € A,
é chamada uma K-representacdo de A. O espaco vetorial V' é chamado espaco de representacdo de A.«4

Duas representacoes p1: A — Endg (V1) e p2: A — Endg(V2) sdo equivalentes se existir um K-isomorfismo
¢: V1 — Vs tal que o diagrama abaixo comuta

z P1 ((Z) - p1 (CL)ZL‘
6 s
o) 2 by (@)p(x) = ol (a)2)

isto é, pa(a) = ¢ opi(a)o¢p™!, Va € A.

Uma representagao é dita irredutivel ou simples se os unicos subespagos invariantes de p(a), Va € A, sdo
V e {0}. Ela é dita redutivel ou semi-simples se V.= V) @ V5 onde V] e Vs sdo subespagos invariantes pela
acao de p(a), Va € A.

» Teorema 15: Todas as representacoes irredutiveis de uma dlgebra simples sao equivalentes. <

» Teorema 16: Representagoes irredutiveis de uma dlgebra semi-simples sao equivalentes se, e somente
se, seus nicleos coincidem. <

2.4 A Decomposicao Algébrica de Wedderburn

A dlgebra das matrizes quadradas de ordem n sobre K = R, C ou H serd denotada por M (n, K).

» Proposicao 2: M(n,K) é uma dlgebra simples. <

Se a algebra real é simples, entdo A =D ® M, onde D e M sido subdlgebras de A, onde D é isomorfa a
R,C ou H e M é uma &lgebra de matrizes. Portanto toda dlgebra simples é da forma A ~ M(n,K), com
R, C ou H. Podemos ver [Ben87] que D comuta com A e A =D ® M, enunciamos o

» Teorema 17: (Decomposi¢io de Wedderburn) A =D @ M. <
Como as tnicas dlgebras de divisao sobre R sao R, C ou H, temos finalmente a

» Proposicao 3: A € uma dlgebra simples associativa sobre R se e somente se A~ M(n,K), K=R,C
ou H. -«

O caso das dlgebras simples sobre C segue imediatamente. Se Br denota a algebra B com os escalares
restritos a R, entdo B = C ® Br. Logo a proposi¢ao anterior nos dd B = C @ K® M(n,K), com K =R,C
ou H. Mas como

CoR~C CeC~CeaC e CoH~C® M(2,R),

sendo B simples por hipotese, o segundo caso acima nao pode ocorrer. De acordo com o isomorfismo
M(2,R) @ M(n,R) ~ M(2n,R), temos a

» Proposicao 4: Se A € dlgebra simples sobre C, entao A ~ M(n,C). <
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2.5 Algebras de Clifford Fundamentais

Nesta Segao descreveremos e explicitaremos as quatro algebras de Clifford, C¢1 o,Cly 1,Clo2,Cl11 >~ Clay,
que devemos conhecer para conhecermos as demais, isto é, a partir destas quatro dlgebras, que chamamos
de fundamentais, veremos que podemos classificar qualquer algebra de Clifford em termos destas. Devido
esta importancia seguem os quatro isomorfismos:

(Clio~ROR] Clagy ~ Clyy ~ M(2,R)
o C€170 — R&eR
1o 6(1) = (1,0)

d)ZCfQ’O — M(2,R)

10
et = dler) = (0,1), ef =1 b ¢<1>=<0 1)
Clp1 ~C
o o oten= [} )
(l)ZCfQJ - C

1 = ¢(1)=(1,0) ey ¢(e2):<0 1)
e, — dler)=(0,1)=1i, el=-1

0 1
crey <z><e1e2>=(_1 0)

¢: Clos — H
1 = ¢(1)=1
er — ole)) =i
es — Pler) =
ele; — Plerer) =k, ef=-1=¢j

» Obs.2: Os numeros da forma R @& R sao conhecidos como duplexos, nimeros perplexos, niumeros hi-
perbdlicos ou ainda nimeros de Study [Kel94, RV06b, Fje86] e apresentam algumas aplicagoes interessantes
na Fisica, por exemplo na teoria da relatividade.«

Embora tenhamos utilizado ¢ para todos os isomorfismos, eles sao diferentes entre si.

2.6 Classificacao das Algebras de Clifford

Com os isomorfismos estabelecidos Cly1 ~ C, Clig ¥~ R® R, Clys ~ H e Clyg ~ Cliy ~ M(2,R) e
os resultados j& obtidos daremos seguimento a classificacao das algebras de Clifford [Vaz05, Por69, Por95,
Lou94, Lou02, Ben87, Sny97]. Das propriedades do produto tensorial temos que

M(m,R) @ M(n,R) ~ M(mn,R)
donde, considerando C¥¢,, ~ @ Cl; 1, obtem-se
Clyp ~ M(2p,R)
Agora, com a Eq.(2.7) onde Cly o ~ Cly 2 ® Cly ~ Cly 1 ® Cli1 conclui-se
HeH~ M(2,R)® M(2,R) ~ M(4,R)
Seguindo essa linha de raciocinio munido dos resultados contidos na Eq.(2.6) obtemos que

Cly g ~ Cﬁo,g ® Cﬁgyo ~He M(2, R) ~ M(Q, H) ~ M(2,R) ®H ~ C€2,0 & 66072 ~ Clyg
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e
CE(),g ~ C€074 & 05470 ~ M(Q, H) ® M(2,H) ~ /\/l(2, R) QHRH® M(Q, R)
~ M(2,R)® M(4,R) ® M(2,R) ~ M(16,R) (2.9)

que por sua vez na Eq.(2.8) implica que

Clygrs ~ Clyy ® M(16,R)

Isso significa que s6 precisamos estabelecer explicitamente a classificacao das algebras de Clifford até
dimV = p + ¢ = 8 uma vez que para dimensoes maiores podemos usar o isomorfismo Clp 448 ~ Clp 4 @

M(16,R).
Fazendo uso do Teorema de Periodicidade e dos isomorfismos estudados, obtemos os seguintes resultados:

Ce(),o ~ R
Clhy1 ~ C
CEl,O ~ R b R
Cf(),g ~ H
Clay ~ M(2,R)
Cgl,l ~ C€270 ~ M(Z, R)
C€073 ~ HoeH
66370 ~ M(Q, (C)
661’2 ~ C€1,1 (= Cg(),l ~ M(Q,R) & C~ M(2,C)
062,1 ~ C€1,1 & CEL() 2M(2,R) ®R@R2M(2,R@R)
Cf0,4 >~ Cﬁo’g & (35270 ~H® M(Q, R) >~ M(Q, H)
C€470 ~ 662,0 b2y CEO’Q ~ M(Q, R) Q@ H ~ M(z, H)
C€173 ~ Cgl,l b2 66072 ~ M(Q, R) Q@ H ~ M(2, H)
Cfg,l ~ Cfl,l & C€270 ~ M(?, R) & M(2, R) ~ M(4, R)
Clys ~ Cli1® Clig~M(2R)®M(2R)~M(4,R)
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C€570 ~ Cf270 & 65073 ~ M(Q, R) QH®H ~ M(Q, H & H)
Cfo}g, ~ C€072 & Cﬁgyo ~H® M(2, (C) =~ M(Q, C® H)
2 2
~ M(2,Cls ) ~ (ggg gﬁgg) ~ <ﬁ228 /A\/‘/l&g) ~ M(4,C)
Clyy ~ Clg® Cl3p~M(2,R)®@M(2,C)~M(4,C), ouentdo
Clyy ~ C®Clhz~C® Cl31 ~CM(4,R)~M(4,C)
Clhiy ~ Clhi1®Clhz~M2,R)®HeH)~ M(2,Ha¢ H)
Clzyg ~ Clhii®Clhi®Clhip~M2,R)OM2,R)®(R&R) ~ M(4,RSR)
Clys ~ Cli1®Cli®Clyy ~M(2,R)@M(2,R)®C~M(4,C)

62670 ~ sz}o X Cf074 ~ Cf270 ® 62074 ~ Cf270 &® Cfog &® Cfgyo o~ M(2, R) QH® M(Q, R) ~

12

Clos Cloas ® Clyg ~Cloa® Claog® Cloo ~H® M(2,R)®H

M(?, H) Q@ H ~ M(Q,H (%9 H) ~ M(Q, Cg(),z & Cfoyg) ~ M(Q, C€272)
Clas Clys\ _ (M(AR) M(4R)\ _

<C€2,2 cem) = (M(4, R) M(4, R) ~ M(8,R)

C£571 ~ Cle & C€4,0 ~c R® M(?,H) (

12

Clis ~ Cl1® Cls~€, R M(2,H)~ M(4,

Clys ~ Cl1® Clig® Clag~ M(2,R)®M(2 R)®M( R) ~ M(8,R)
Clay =~ Cl1® Cly® Clyo =~ M(2,R)® M(2,R) @ H ~ M(4, H)

Cl3z ~ Cli1®Clhi®Clip~M(2R)®M(2R)®M(2,R)~ M(8,R)

Clro ~ Clyy® Clos~ M(2,R)® M(4,C) ® M(8,C)

Clos ~ Cloa® Clso~He M2,HoH) ~ M2, (HeH) o He H)
4, R 4, R 4, R 4, R

~ MEHH) 6 ME2,HeH) ~ (ﬂAjE4ZR§ ﬁgh@ (ﬁ&:R; s
~ M(8,R)® M(8R) ~ M(8,R @ R)

Céﬁ}l ~ C€171 & Cfg,’o ~ M( s ) ®M(2,H@H) ~ M(4,H@ H)

Clhig ~ Cli1®Cls~M(2,R)®M(4,C)~M(8,C)

Clsp =~ Cl1® Cly® Clyp~M(2,R)® M(2,R) ® M(2,C) =~ M(8,C)

Clys ~ Clii®Cli® Clysz~M(2,R)@M2,R)® (HeH) ~ M(4,Ho H)

C€473 ~ C£171 & C€1,1 & 65171 & Cﬁl,o ~ M( ) & ( ,R) & M(Q,R) (= (R D R)

Cl3y ~ Clg® Clii® Cliy® Clyg ~ M(2,R) @ M(2,R) @ M(2,R) ® C ~ M(8,C)

~ M(8,R®R)
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Donde temos os isomorfismos abaixo:

Cﬁz’o ~ CflylﬁM(Q,R)

Clzy =~ Cla~M(2,C)

Clys =~ Clyo=~Clz~ M(2,H)

Clzy =~ Clys~M(4,R)

Clsy ~ Clia~ M2 HeH)

Clys =~ Cly; ~Clyz~M(4,0C)

Clgoy =~ Cls1~Clis~Clyy~ M(4,H)
Clyg =~ Clyo~Cls3~ M(8R)

Clzoy =~ Clyg~Clso~Clszs~ M(8,C)
Clo7 =~ Clyz~M(BRDR)

Cf@}l ~ 65275 ~ ./\/1(4, H & H)

Fazendo a diferenca p — ¢ resulta

p—q = 0, Clyo, Cli1, Clya, Clss
p—q = 1, Clig, Clyy, Clzz, Clyz, Cloz
p—q = 2, Clag, Cl31, Clya, Clyg
p—q = 3, Clzg, Cly1, Cls2, Clys, Clig
p—q = 4, Clyo, Clsy, Cloa, Clis
p—q = 5, Clsg, Clg1, Closz, Clig, Clas
p—q = 6, Clgo, Cloo, Cli3, Clay
p—q = 7, Clrg, Cly1, Cliz, Claz, Cl3y
p—q 0 1 2 3
mod 8
R, M(2,R) | R&R, M(2,R P R) M(2,R) M(2,C)
Clry | MR M(4,R & R) MAR) | M(@4,C)
M(8,R) M(8,R & R) M(8,R) | M(8,C)
P—q 4 5 6 7
mod 8
M(2, H) MEHEOH) | M4H), H | M(@,C), C
Clpy || M(4,H) M(4,H & H) M2,H) | M(2,C)
HeH M(4,C)

Dos isomorfismos estudados segue a tabela de classificacdo das dlgebras de Clifford [Vaz05, Roc02,
Roc06a]. Por exemplo, para Cly 3 temos p—¢ = —3 =5 mod 8, [3/2] — 1 =0, portanto Cly 3 ~ H & H.

Para o caso complexo a classificagdo pode ser obtida a partir de C/(Vg, gc) ~ C® CL(V,g). A algebra
de Clifford complexa depende apenas da paridade de n. Denotaremos portanto C ® C¢, ; = Clc(n), onde



2. Classificacao e Representacao das Algebras de Clifford

34

p—q mod 8 0 1 2 3
M (272 R)
Clpg M2/ R) ® M@EPAR) | M@/, C)
M(Q[n/Q},R)
p—q mod 8 4 5 6 7
M(2/2=1 )
Clpg M@0/ H) = M@P/A-1 | | M2/ C)
M(2/2-1 )

Tabela 1: Classificagao das édlgebras de Clifford reais, onde p + g = n e [n/2] denota a parte inteira de n/2

n=p+gq. Sen épar,p—q=0,2,4,6

p—q = 0, (C®M(2”7R) :M(2n7c)

p—q = 2, CeoME2"R)=M(2"C)

p—q = 4, CeM(@2" 1 H) =M(2"C) C® Cl(2k)
p—q = 6 CaME2"H)=M2"C)

Se n é impar, p—q¢=1,3,5,7

, CoM(E2",C)=M(2"C)eM
, Co M2 H)e M2 1 H)
, CeM(2",C)=M(2",C)d M(2",C)

SSES TS IS
»Qké@@
I
~ Ot W =~

Assim, chegamos a conclusao de que

, C® (M2 R)® M((2" R)) = M(2",C)® M(2",C)

(
) = M(2",C) & M(2",C)
(

C® Cl(2k) = M(2F,C)

C® Cl2k +1) = M(2F,C) & M(2F,C)

C® Cl2k+1)

» Obs.3: Note que falando em representacoes nao hé necessidade de se considerar os octonions porque o0s

octonions nao tém representacoes matriciais pelo fato da néo-associatividade, veja Proposicao 3.«

A respeito de curiosidade construiremos explicitamente o isomorfismo entre algumas ACs de dimenséao
pequena e a representagao algébrica correspondente na algebra das matrizes.

’C€073:H®H‘
¢:Clyz — HoH
L= (1) =(1,1)
e ¢(e1):(i,—i)
ez — o(ex) = (j, —J)
es — ¢(63):(k,—k)
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Clsg ~ M(2,C) ¢: Clso — M(2,HH)

1,1
6:Clyy — M(2,C) 1 = ¢(1):<Eo oi (1,1))
1 = ¢(1)=<0 1 !

er — ¢ler)=

e — Pez) =0z =

) (
e; — ¢le) =01 = <1 0) e — ¢eg) = ( .
(o) o = o= (G0 )
( (
(

1 0 —
ez — ¢(93):U3: 0 _1> €4 ¢(e4): (2670;) (ff%))
Clyo~ M(2,H) es — ¢(es) = ((_O’Oi) %B?)
¢: Clyy — M(2,H)
1 <z>(1)=<(1) 2) Cloo = M(4,H)

C€670 ~ 65270 & CEOA

C€270 & Cﬁo,g X Cﬁzo
M(2,R) ® HM(2,R)
M(2,R) ® M(2, H)

er — ¢er) =

1

e — ¢ez) =

(
(
ex v olen) = (
(

12

0 —k N
1 0
er = ¢les) = { _1> Clzp~ M(8,C)

C€570 = M(2’ H) ® M(z’ H) Clrg =~ Clyo® Clys

Cfgjo X Cfo,z X Cﬂgyg
M(2,H) ® (H @ H) M(2,R) @ H® M(2,C)
M(2,H & H) M(2,R) ® M(4,C)

~ M(2,H) @ M(2,H) ~ M(8,C)

C5570 ~ C€270® Cf()jg

12
12

1

12
1

2.7 Consideracgoes a Respeito do Elemento Inverso na Algebra de Clifford

Em se tratando de algebra de Clifford, dado um elemento, a busca e garantia de haver um elemento
inverso para este elemento nao é uma tarefa facil na maioria das vezes. Vejamos um caso onde com certeza
nao encontraremos inversos.

» Lema 3: Sejam A,B € Cl,o, A # 0 e B # 0, satisfazenddo a equacao AB = 0. Entao nem A
tampouco B possui inverso, entdo existe X € Cl, o nao nulo tal que AX =0 ou XA =0. «

Demonstracao: Suponha que A tenha um inverso denotado por A~'. Entdo
AB=0&A"'"AB=0& EiB=0+ B =0,

onde F; denota o elemento identidade de C¢,, . Isso contradiz a hipétese de que B # 0. Portanto, A nao
possui inverso a esquerda. Além disso, se dois elementos X,Y € Cl, ( satisfazem XY = 1, entao todos os
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seus componentes devem anticomutar mutuamente. Esta anticomutatividade é independente de escrevermos
XY ou YX. Portanto, esta claro que todo inverso a esquerda é também um inverso a direita e vice e versa.

Assim, A nao possui elemento inverso a esquerda nem a adireita em C¢, ¢. Segue também que se A nao
possui inverso, a equacao AB = 0 somente ¢é satisfeita se B = 0. Analogamente para B.[J

Vejamos algumas contas e observagoes feitas por Lounesto e também dois exemplos simples mas que no
quesito elemento inverso nao sao tao simples assim.

Um dos fatos que podemos observar é que nem sempre ut = uu [Lou03]. Por exemplo, considere a
algebra de Clifford Cl3; ~ M (4,R) do espago tempo de Minkowski R31. Tome o elemento

u=(1+e)(1l+exs)=1+e;+ewms+es

que tem como conjugado de Clifford

U= (1—es)(l—e)=1—e — e+ esn
Calculando os produtos entre u e 4 tém-se

ut = 4(ess + e1234)
uu = 0

Nas algebras de Clifford de dimensao finita podemos definir a norma de uma maneira natural

|lull, = (ut), para todo u € Cly

ull, = (uw), para todou € Clyy,

Note que nao podemos tomar /(ut), como norma para u € Cly, o nem /(ut), para norma de u € Cly .
Basta observar que (uu), e (ut), sao valores reais negativos para u € Cly, o e u € Cly,, respectivamente.
Em Cly2 ~ H temos o conjugado ¢ = w — iz — jy — kz para ¢ = w + iz + jy + kz € H. A norma

de ¢ é dada por |q| = 1/qq e o inverso é gl = a4 Entretanto, nem sempre é possivel calcularmos ou

2
N , [ '
encontrarmos uma expressao para o inverso em termos de um automorfismo ou anti-automorfismo de um
elemento qualquer de uma AC.

> Exemplo 5: Tome u = e; — exe3 € Cly 7. Fazendo uu e uti vem:
uti = (e; —eges)(e; +ege3) = —1 +ese2 =0
ut = (e] —ege3)(—eqp + ege3) =24 2ejeze3 £ 0
Como uii = 0 e uii € Ag(R®7) @ A3(R™7) ndo temos um elemento inverso para u = e; — eses em fungao de

um automorfismo ou anti-automorfismo. Alguns casos muito particulares em Clg4,Cly5,Clye € Clyg sao
tratados em [Lou93].<

> Exemplo 6: Como calcular o inverso de u = e; — esery € Cly7?

(i) Se (e; — eser)(e1 — eser) € R\{0} entdo u™! =

(ii) Se (e; — e5e7)(e1/—\ége7) € R\{0} entdo v~ ! =

gl“ & §I‘ =

(iii) Caso contrario podemos verificar se existem « e [ reais tais que (e; — eser)(ae; — feser) = 1.
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Entretanto, fazendo as contas encontramos

ae% — Beieser — aesere; + feserese; =
(—a—=pB)+ (—a—pPeieser =

[S O —

isto é, devemos ter
—a—f=1 ¢ —a—-f = 0

o que ¢ impossivel. Portanto e; — ese; € Cly7 nao possui inverso em termos de um automorfismo ou
anti-automorfismo de C¢g 7.<

Pelos motivos aqui apresentados, na Secao 3.2 do proximo capitulo, o produto-X entre octonions assim
como suas generalizagoes precisa de certo cuidado porque o elemento inverso é levado em conta. Assim, a
Unica maneira que encontramos de evitar problemas maiores foi fazer uso de elementos simples e homogéneos
da algebra de Clifford, ver Obs.1 e Obs.5 a frente.
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Estruturas Nao-Associativas Generalizadas em S”

Este capitulo, em particular o Teorema 19, tem o intuito de ser um laboratério para sondar as proprie-
dades algébricas nio-associativas dos fibrados exterior! e de Clifford sobre S7. Os resultados preliminares
originais apresentados neste capitulo nos revelardao o caminho a ser seguido a partir do Capitulo 4 desta
dissertacao.

3.1 Octonions

Na élgebra de Clifford Cfp 7 a dlgebra dos octonions O pode ser definida como o espaco dos paravetores
R @ R%7 [Bay95b] munido com o produto o: (R @ R%") x (R ® R®") — R @ R%7, denominado produto
octonionico padrao. A identidade e¢g = 1 e uma base ortonormal {ea}zzl, no espago dos paravetores
R @ R%7 subjacente a O, geram os octonions [Bae0l, Ree90, Iva93]. O produto octonionico pode ser
construido usando-se a algebra de Clifford C¢g 7, fazendo

AoB = (AB(1 - U)>O@1 para A, BeR® RO7 (3.1)

onde v = ejeqeg + esezer + eseqe] + e4e5€2 + e5ege3 + egerey + erere; € Ag(RO’7) — Clp7, e a justaposicao
denota o produto de Clifford [Lou01]. A idéia de introduzir o produto octonionico a partir do produto de
Clifford neste contexto €, de agora em diante, apresentar o formalismo somente usando algebras de Clifford
e as generalizacoes subsequentes para o fibrado exterior e de Clifford em S7. De fato, como O é isomorfo
a R & R%7 enquanto espaco vetorial, o produto octonionico toma dois elementos arbitrarios do espaco dos
paravetores R ® R%" — que estd munido com o produto octonionico — resultando em outro elemento do
espago dos paravetores. Mas olhando para os octonions dentro da arena da algebra de Clifford podemos ir
além do espacgo dos paravetores e explorar toda a dlgebra exterior subjacente a algebra de Clifford, que sera
o modo que usaremos para generalizar os produtos X e XY.

A algebra exterior Ax(R7) é denotada por Ax(R>7), como em [RV06a], para enfatizar o carater do
formalismo octonionico subjacente. E bem sabido que a algebra exterior é construida sobre um espaco
vetorial sem relacio com uma estrutura métrica, e a notacdo Ay(R®") parecerd a priori descabida, mas
queremos enfatizar o fato de o espaco vetorial subjacente estar relacionado com R’ munido com a métrica
g de assinatura —7, ou seja, R” estd munido da métrica diag(—1, -1, —1,—1,—1, -1, —1).

Numa analogia bem préxima, o produto octonionico também pode ser expresso em termos da algebra
de Clifford sobre o espago Euclidiano R®?, de acordo com [Lou01], em termos da base {ej,...,es} de R®0,

!Entendemos por fibrado a unido dos espacos tangentes a esfera S”, onde a &lgebra exterior é construida sobre esse espaco

tangente em um ponto X € S” arbitrdrio. Expressamos o fibrado exterior como J XesT A(T%S7).
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Em C/g os octonions sao representados por vetores. Como R39 nao possui uma identidade propriamente
dita escolhemos o vetor unitério eg em R®? como identidade dos octonions?. O produto octonionico é entéo
expresso em termos do produto de Clifford por

Ao B = (AesB(1+w)(l —e12.8)); para A, Bc RSO (3.2)

onde %(1 + w)%(l — e12..8) ¢ um idempotente, w = 1161721.“7 € Ay(RE0), 61721..‘7 = —e19.7 €V = e1ee6 +
eseger + ezeqer + egeses + eseges + egeres + ereres € Ag (]RS’O). Veja que o vetor unitario eg que apareceu na
equacao acima é exatamente o vetor que escolhemos para ser a identidade dos octonions, i.e., depende da
escolha.

Mostraremos com um exemplo como se comportam as duas maneiras de efetuar o produto octonionico
em algebras de Clifford.

> Exemplo 7: Vamos calcular ej o eg, i.e., A=e; e B =eg para A, B € R@ R7.

€] O €g 166(1 — ’U)>0@1

(e
(e16(1 — e126 — €237 — €341 — €452 — €563 — €674 — €715)) a1
(

€16 — €2 — €12367 — €346 1+ €12456 + €135 — €147 + €567) g1
= —e2

e pela segunda maneira temos A = e; e B = eg para A, B € R®0, portanto €2 = e% = 1. Assim

€1 O €

= (erezes(1+w)(1 —er2.8));

= (e1g6(1 + (e126 + €237 + €341 + €452 + €563 + ee74 + €715)(—e12..7)) (1 — €12..8))1

= (e186(1 — e3457 + €1456 + 2567 — €1367 + €1247 — €1235 — €2346)(1 — €12..8));
(e186(1 — €3457 + €1456 + €2567 — €1367 1+ €1247 — €1235 — €2346 — €12345678 — €1268 — €2378 — €1348 — €2458
—€3568 — €4678 — €1578))1

= (e186 — €1345678 1 €458 — €12578 + €378 + €24678 T €23568 — €12348 1+ €23457 — €2 — €12367 + €346 + €12456

—e135 + €147 — €567)1

= —62
<
Ambas abordagens para o produto octonionico sao equivalentes ao considerarmos o seguinte isomorfismo:
Cfé’:o — Cfoj
eg — egeg=1=¢g
es +> eseg=e€e, paraoc=1,2,...,7
onde egeg = 1 = ey denota a unidade octonionica em R & R%7. De fato, eg = (6068)2 = —ege e868 = —1.

Desta forma, a unidade octonionica em R @ R%7 corresponde ao vetor eg € R%?. Pelo isomorfismo
apresentado bivetores em Clg correspondem a paravetores de Cly 7. Esse isomorfismo é um caso particular
do Teorema 14 exibido na Secao 2.2.

A partir de uma base ortogonal dos octonions imaginédrios (puros) 7-dimensional e,, a = 1,2,...,7 e
ey = 1 como sendo a identidade existem 7! permutacoes dos indices dos octonions puro onde cada uma

2Note que poderfamos ter escolhido qualquer outro vetor unitério da base de R®® como identidade dos octonions. Optamos

por es por fidelidade as notagdes em [Lou01].
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d4 origem a uma cépia modificada de O (a &lgebra de divisdo real dos octonions) com uma tabela de
multiplicagdo. Dixon, em seu trabalho [Dix94b], mostra que existem apenas 480 tabelas de multiplicacao
para os quais

e.ep = te, (3.3)

para todo a,b € {0,1,...,7} e algum ¢ que depende de a e b. De todas as 480 cépias distintas de O, Dixon
destaca quatro por sua elegancia e simetria. As quatro copias surgem de uma matriz e a partir desta ele

define quatro operagoes que para a,b,c € {1,2,...,7} satisfazem as seguintes propriedades:
’se €.,€, = Te. entao eg11€p41 = T€ct1 ‘ (3.4)
e
’se e,ep = *e. entao ey ey = :l:eQC‘ (3.5)

onde os indices em (3.4) e (3.5) s@o entendidos como ciclos de 1 a 7 modulo 7.
Além disso, as quatro copias satisfazem leis mais gerais que sao vélidas para todas as 480 renumeragoes
de e,

’eaeb = te. — e.e, = tey (3.6)

isto é, {eq, epe.} sdo triplas quaternionicas, e

e =-1 (3.7)

a

onde a,b,c € {1,2,...,7}.
Com essas leis de multiplicacao (3.4 — 3.7) Dixon determina as tabelas de multiplicagao dos octonions a
partir das quatro regras de produto por ele definidas. Sao elas:

0" @ eqenr1 = €ays;
05 €a€aq+1 = —€a+5;
013 : ejep1 = €443
073 :eseup1 = —€a43.

Neste trabalho escolhemos entdo a convencdo de Dixon @F® cuja tabela multiplicativa é dada pela Tabela
3.1.

As regras usuais entre elementos da base dos octonions sob o produto octonionico sao verificadas quando
ambas Eqs.(3.1) e (3.2) sao utilizadas. A fim de economizar calculos utilizaremos a partir de agora a defini¢ao
na Eq.(3.1) que tem R7 como espaco vetorial subjacente, porque ao escolher a Eq.(3.2) com R® sendo o
espaco vetorial subjacente terfamos o dobro de elementos a considerar em comparacao com a Eq.(3.1). A
multiplicagao dos octonions, e em particular no contexto da Eq.(3.1), satisfaz

e,0e, = —0qp + €op€c (3.8)
para a,b,c =1,2,...,7 onde €, = 1 para as permutagoes ciclicas (ou triplas quaternionicas)
(abe) = (126), (237), (341), (452), (563), (674), (715) (3.9)

Algumas identidades importantes seguem da Eq.(3.8):

€abc€def T+ €dbe€act = OabOdf + Oafddp — 20440bf
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1 (S5} €9 €3 €y €5 €g er
el -1 €q e; | —es3 e; | —ey | —eg
e || —eg -1 ey es | —ey e | —e3
€3 —€ey —ery -1 (3] €g —e€5 €9
ey es | —es | —e -1 ey e; | —eg
€5 —ery €y —€g —€9 -1 (S e
€g €9 —eq €5 —e7 | —e3 -1 €y
er ey es | —eq e | —e1 | —eyq -1

Tabela 3.1: O produto octonionico entre unidades da base na convencio Q2.

e quando um andlogo da férmula de Jacobi é computado tem-se
[es, [ej, ex]] + [e), ek, ei]] + [ex, [ei, &j]] = 4(€jkmeimn + €kimEjmn + €ijmEkmn)€n = 3€ijri€ (3.10)

onde €k = —€mij€mki — 0;10jk + 005 ¢ um tensor totalmente antisimétrico, para mais detalhes consulte
[Gun96).

Desde que o espaco vetorial subjacente a O pode ser considerado como sendo RGR®7 Cly,7 o conjugado
de Clifford para X = X° + X%, € O é dado por X = X? — X%, onde X" e X sdo coeficientes reais>.
O espaco vetorial subjacente a algebra dos octonions é impossibilitado de afirmar quando a conjugacao
octonionica é equivalente & involucdo graduada, uma vez que a conjugacio octonionica X pode ser escrita
tanto como X ou X , em termos de morfismos da algebra de Clifford. Mas é bem sabido que a conjugacao
octonionica X é involutiva e é um anti-automorfismo, o que exclui imediatamente a involucio graduada. De
fato, para A, B € O tem-se

AoB = (AY+ Ase,)o (BY + Bbey) = A°BY — A°Bbe;, — 4B, + A*B° (=04 + €ec)
= B%A° - B%A%, — B A%, + A*B®(—6p, + €5,e.) = (BO + Bbey) o (A0 + Ade,)
= BoA. (3.11)

3.2 O Produto-e e o Produto-® em S’

Sejam A, B, X € R®R%", com X sendo um octonion unitdrio (XX = XX = 1) tal que X € 7, o
produto-X de A e B é definido por [Ced95, Ced93, Dix94a]

Aox B:=(AoX)o(XoB) (3.12)

Para o caso particular X = B € S7 obtem-se o produto octonionico usual. Com efeito, (Ao B) o (Bo B) =
Ao B. Abaixo apresentamos expressoes mostradas em [Dix94a, Ced95]

(AoX)o(XoB)=Xo((XoA)oB)=(Ao(BoX))oX (3.13)

Queremos encontrar uma generalizacdo para a expressio (Ao X)o (X oB) = (Ao (Bo X))o X a fim
de englobar toda algebra exterior construida sobre o espaco tangente num ponto arbitrario em S7 e assim,

- L. 7
3Estamos usando a convengao da soma para indicar que X “e, denota Xlei + X%e0+ -+ X7er = Zazl X%,
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para o lugar de X € R@R%7 podemos colocar uma expressao equivalente para u € Cly,7 que manifesta toda
estrutura das 4lgebras exterior e de Clifford sobre S7.

Pelo fato da nao-associatividade dos octonions, em geral segue que Aox B # Ao B. Mas para X fixado
a algebra Oy (O munido com o produto-X) é isomorfa a @. A mudanga de sinal em mdédulo para cada X
da origem a uma cépia distinta de O, assim a érbita das cépias de O oriundas de alguma cépia inicial dada
é

S")Zy = RP7
a variedade obtida a partir da esfera S7 pela identificacio dos pontos opostos. De fato, o produto-(—X)
entre A e B octonions resulta
Ao xB=(Ao(-X))o((-X)oB)=—(AoB)o(—XoB)=(AoX)o(XoB)=Aox B

Além disso, dados A e B octonions, efetuando-se o produto-X primeiramente e depois o produto-Y entre A
e B é o mesmo que fazer o produto-XY diretamente. Isto é, se X,Y € S7 C O entdo

AB X Aox B = (AoX)o(XoB)
(AoX)o(XoB) (Aoy X)oy (Xoy B) = [Aoy (Y o X))o Y] o [V of X )o (Y o B))]
= [ (Ao (X oY) ]o o(Yo X)OB))}
[

Y
o(XoY)lo [YoX o B []
[Ao(XoY)]o[(XoY)oB|
= Aoxy B
usando o fato de que a algebra dos octonions é uma &algebra alternativa?, donde
UoX)oX=Uo(XoX)=U=(XoX)oU=Xo(XoU)

para X € S7 e para todo U € Q.
Similarmente, efetuando-se o produto-X e em seguida o produto-Y tal como

ABLAOXB:(AOX)O(XOB)L(AOXY)O)((YOXB):AOY)(B

é o mesmo que fazer o produto-YX. Ou seja, a deformagao do produto-X pelo produto-Y nao sofre
mudangas, para tanto temos o novo produto-XY. Em geral o resultado do produto-X, e, ox e, com

0 # a # b # 0, serd uma combinagao linear de e., ¢ € {1,...,7}. Entretanto, existem alguns X tais que
para todo a,b € {1,...,7} teremos um ¢ € {1,...,7} particular satisfazendo
€, 0x € = €, (3.14)

> Exemplo 8: Dado X = X%+ X'e; + X%ey + X3e;3 + Xiey + X’es + XOeg + X7e; € ST, entdo [Dix94b)
eroxer = ((X°)7+ (X1 +(X?)?+ (X% = (X°)? = (X1)? = (X°)? = (XT)*)es
+2(XOX5 + X1XT - X2X4 + X3X%)e3 + 2(—XOX7 4+ X1X° + X2X3 4+ X1 XO)ey
+2(=Xx3 - X1x? - X2X7 + X5XO)es +2(XOX* — X1 X3 + X2X° + X" XC)ef3.15)
Fazendo X = (e — ez — e4 — €7)/2 tem-se
€1 0x €2 = —€3

<

4A &lgebra dos octonions é alternativa pois para A, B € O satisfaz:
(AocA)oB=Ao(AoB) (AoB)oA=Ao(BoA) (BoA)oA=Bo(AoA)

Mais detalhes podem ser vistos na Definigao 5 e Egs.(3.65), (3.66) e (3.67).
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» Obs.4: Fibracoes de Hopf.

Em topologia a fibracao de Hopf descreve uma 3-esfera em termos de circulos e uma esfera ordinéria.
Descoberta por Heinz Hopf em 1931 [Hop31], é um dos primeiros exemplos importantes de fibrado. Hopf
encontrou uma funcio continua (ou mapa) da 3-esfera para a 2-esfera tal que para todo ponto p na esfera S,
sua pré-imagem é um circulo S* em S3. Existem varias descricoes dessa fibracdo de Hopf. Uma delas é que,
como sendo uma subvariedade de R*, a 3-esfera S® é dada por S3 = {(z1, v2, 23, 74) : (v1)* + (z2)? + (v3)% +
(x4)% = 1}, enquanto que S?, visto como subvariedade de R?, ¢ dado por {(y1,y2,v3) : (y1)>+ (y2)?+ (y3)% =
1}.

O mapa de Hopf é dado explicitamente por

Yy = 2($1$2 + 1’3:(}4)
yo = 2(z134 — 2273)
ys = a3 — a5+ a3 — 2]

Todo pondo em S? corresponde a um circulo denominado circulo de Hopf em S2. Podemos ainda verificar
que p: S? — S? realmente mapeia S3 em S2, ji que

x%+x§—l—x§—|—x§:y%+y%+y§:1 (3.16)

Existem intimeras generalizacoes da fibracdo de Hopf. A esfera unitdria em C"*! fibra naturalmente
sobre CP™ com circulos como fibras, e existem também versoes reais, quaternionicas e octonionicas dessas
fibracées. Em particular, a fibracao de Hopf pertence a uma familia de quatro fibrados nos quais o espago
total, o espaco base e o espaco das fibras sao todos esferas:

§0...81 5 g1
Sl .98 5 52
§3...87 = 84
57”,515_>58

Na verdade, como consequencia do Teorema de Adams, essas sdo as unicas fibragoes entre esferas.

As fibragoes de Hopf tém varias aplicagdoes em mecanica quantica, em topologia, na teoria de twisters e
recentemente na medicina [Spp98]. A seguir explicitaremos a fibracio de Hopf S3---S7 — S4.

Dadas as esferas S7 = {X%: (X9)? + (X1)? 4+ (X2)? + (X3)? + (X1)? + (X5)? + (X2 + (XT)2 =1} e
St ={A3, A% A5, A5 AT 1 (A3)? + (A1)% + (A%)2 + (A5)? + (AT)? = 1} o mapa de Hopf é definido por
(XOX5 + XIXT - X2Xx* 4+ x3X9)
(-XX7+ XX+ X2X3 + x1x9)
(-X0X3 — X1X* - X2X7 4+ x5x6)
(X024 (X1 + (X2 + (X%)? = (X?°)? = (X1)? = (X°)* = (X7)?)
(XOX* - X'X3 4+ X?X5 4+ X7X6) (3.17)

2
2
2
(
2

Pela definicao do produto-X, considere o produto e; ox es, dado pela Eq.(3.15) com XX =1, X € S”.
A expressao acima pode ser reescrita como

ejox ey = A3e3 + A'es + Ades + A6e6 + A7e7

onde A € Ox e A € S%. Podemos verificar que o produto e; ox es é um mapa da esfera S” na esfera S*
uma vez que

(X0)2+(X1)2+(X2)2—|—(X3)2—|-(X4)2+(X5)2+(X6)2+(X7)2
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= (A% 4+ (AY2 4+ (A%)? + (A5)2 + (A7)2 =1

Mais geralmente, podemos verificar que cada produto-X entre elementos da base dos octonions produz um
mapa de Hopf de maneira semelhante. Podemos ainda calcular o produto-X entre alguns elementos da base
de O, a saber

eroxer = ((X°)7+ (X" +(X*)? 4+ (X% — (X%)? = (X')? = (X°)® = (XT)?)es
F2(XOX° + X1XT - X2Xt 4+ X3XO%es + 2(—XOXT + X1X° 4+ X2X3 + X1X0)ey
+2(—XOX3 - XX - X2XT + X°X0%)es + 2(XOX? — X1 X3 + X2X5 + X" XO)er

esoxer = ((X°)7+ (X% + (X1 4+ (X1)? = (X?)* = (X°)” = (X°)* = (XT)))es
+2(XOX7 + X3X?% - X4X0 + X5XVes + 2(—XOX? + X3XT + X4X5 4+ XX 1)eq
+2(-X9X5 - X3X% — X4X2 + X"XNer +2(X X0 — X3X° + X4XT 4+ X%2X e,

eroxes = ((X°)+ (X" +(X°)? 4+ (X?)? — (X)? = (X°)* = (X°)? = (X)?)e2
F2(XOXT 4+ X3 - XX+ XO0X?)eg + 2(— XX + XX+ XPXO 4+ XTX?)er
+2(—XOX0 — X4X7T — X5X3 4 X1X?%)e; +2(XOX7 — X4X6 4+ XX + X3X?%)es

esoxes = ((X°)7+(X")?+ (X% + (X%)? — (X*)? = (X1)? = (X7)? = (X1)*)es
+2(X0X2 + X5X4 — XX + X7X3)er +2(—XX* + XPX2 + XOX7 4+ X1X3)e,
+2(=XOX7T - X5X! — XX 4+ X?2X¥)ey + 2(XOX! — X°XT + XO6X? 4+ X1X3)ey

esoxer = ((X°)7+ (X2 + (XN + (XN = (X%)? = (X°)" = (X1)* = (X*)*)es
+2(XOX3 + XOX5 — X"X? + X1 XYe; +2(—XOX5 + XO6X3 + XTX! + X2X*)e,
+2(— XX - X6Xx% - XTXP + X3XM)e; +2(XOX? — XOX! + X7X3 + X5X*)e;

eroxey = ((X°)7+(X1)?+ (X% + (X1 = (X*)? = (X°)? = (X%)? = (XT)*)eu
+2(XOX2 + X1X0 - X3X7 + X5XMes + 2(—X X0 + X1X2 + X3X + X" XY)e;
+2(=X9X5 - X1XT - X3X6 + X?XM)ey + 2(XOX7 — X1X° + X3X? 4+ XOXY)eq

ezoxer = ((X°)7+(X*)?+ (XM + (X°)? = (X)? = (X°)® = (X°)? = (X")?)es
F2(XOX% 4+ X2XT - XX+ XOXP)eg + 2(— XX + X2XP 4+ X1XO 4+ X1 XP)ey
+2(—XOX0 — x2X! - X4XT + X3XP)es + 2(XOX! — X2X0 + X1X3 + XTXP)er

ezoxes = ((X°)7+(X%)?+(X°)? + (X% = (X1)? = (X?)” = (X)? = (XT)*)es
+2(XOX 4+ X3X - XPX2 + XTX%er + 2(— XX+ X3X4 + X5XT 4+ X2XO)e,
+2(-XOX7T - X3X?% - XX + X1X%) ey +2(XOX? - X3XT + X5X* 4+ X' XO)e,

esoxes = (X024 (X2 + (X922 + (X2 — (X1)? = (X?)? — (X*)2 = (X°)?)ey
+2(XOX5 + X4X? - X6X3 + X1XT)e; +2(—XOX2 + X4X5 + XOX! + X3XT)es
+2(—=XOXx1 — x4x3 — X6X2 4 X5XT)es +2(XOX3 — X4XT + XOX° + X2XT)e,.
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<
Dados X,Y € R @ R%7 fixos mas arbitrarios tais que XX = XX =1 =YY =YY (X, Y € ST o
produto-XY ¢ definido como

Aoxy B := (AOX)O(YOB) (3.18)

e em particular o produto-(1, X) é dado por

Aoy x B:=Ao(XoB) (3.19)

onde X ¢é a unidade do produto-(1, X) acima, ja que Ao; x X = X o1 x A = A [Ced95, Dix94a].

Um produto nao-associativo chamado de produto-u foi introduzido em [RV06a] como uma generalizagao
natural para o produto-X. Por completeza, veremos brevemente o respectivo produto e como foi obtido
em [RV06a], subsequentemente apresentamos a mais geral classe dos produtos nio-associativos sobre S7.
Introduzindo o produto-u como

Ao, B := (Au) o (uB), (3.20)

se Au e uB sao interpretados como produtos de Clifford, os elementos u,u € Clyy7, tais que Au e uB
sejam octonions, devem ser escalares. Neste caso A o, B = A o B e nao haverd nada de novo para ser
investigado. Para que a Eq.(3.20) faga sentido, todas as quantidades entre parenteses devem ser octonions,
e para evitar o caso trivial (onde u é escalar) temos que definir o produto entre octonions e multivetores de
Clifford que resulta em um octonion. Para multivetores homogéneos u = uy ... ug € Ag (R0’7) — Clp,7, onde
{up}/;:1 CR% e Ac R®RY, os produtos e_ e e, sdo definidos [RV06a] por

o : R®ERY) x AR(RY) — R@RY?

(Ayu) — Ae u=((---((Aouj)oug)o---)oug_1)ou (3.21)
o ARy x RORY) — RaROT

(u,A) — ue , A=wujo(ugo(---o(ug_10(ugoA)) ---)) (3.22)

» Obs.5: A expressio XX = XX = 1 define S” para X € Q. O produto Aoy B = (40X )o(XoB), definido
na Eq.(3.12), foi motivado no sentido de que possa ser escrito como Aoy B = (Ao X)o (X !0 B), ja que
para todo X € S7 segue que X ! = X. Agora, para um multivetor u € Cly,7 esse produto foi generalizado
em [RV06a] e precisamos enfatizar que para (Ae_u)o(u~'e, B) estar bem definido é preciso existir o inverso
u~! associado ao multivetor u € Cly7. Em geral, como u@ nao tem somente uma componente escalar —
de fato utt # uu em geral como visto na Segao 2.7 — a existéncia de um elemento inversivel u € Cly7 é
uma condigdo necessaria para definir-se uma generalizacio do produto-X para que (Ae_u)o (u~! e, B) seja
equivalente a (Ae_u)o (ue, B).

O principal objetivo desta dissertacdo é considerar as generalizacoes de XX = XX = 1 definindo
S7 no contexto da édlgebra de Clifford para um elemento arbitrario u € Cly,7 assumindo as deformagoes
subsequentes na algebra dos octonions. Em geral ut e uu nao sao escalares, e o tinico caso onde podemos
garantir que u~! = +4 — ou equivalentemente u = +1 — em geral é considerando-se apenas os elementos
simples e homogéneos u € A, (R%7), ver Obs.1, onde seguramente podemos afirmar que u~! = +u. <

» Obs.6: E claro que estendendo o produto para escalares na Eq.(3.21) — elementos de Ag(R%7) — temos

que A e a = aA, que denota a multiplicacao trivial por escalares, onde a € R = Ag (ROJ). Portanto agora
é possivel estender por linearidade o produto e_ para toda dlgebra exterior A(R%7) = @7_,A;(R%") de tal
maneira que os produtos estendidos agora sao denotados por

o ROR®) x AR®") = R@ RO (3.23)
o AR x R®R*>) - R@RY (3.24)
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» Obs.7: Na Obs.6 estendemos por linearidade os produtos nas Egs.(3.21) e (3.22) a partir de Aj(R%7)
para toda a dlgebra exterior A(R%") de tal maneira que agora consideramos u € A(R%7). Portanto, quando
restringimos u ao espago dos paravetores, i.e., u € Ag(R%7) @ A1(R%7) = R @ R%7 < A(R%7), u se torna
um octonion. Além disso, todos os produtos é_, e, e o produto octonionico usual o sao equivalentes, sendo
que todos os produtos tomam dois elementos do espaco dos paravetores R @ R%7 e levam a outro elemento
do espaco dos paravetores via produto usual dos octonions definido na Eq.(3.1). <

De agora em diante usaremos unicamente o simbolo e para denotar os produtos _e e, na Eq.(3.23) e
Eq.(3.24), e também os prudutos e_ e e, nas Egs.(3.21) e (3.22). Em cada um dos produtos mencionados
esta implicito claramente que existe um octonion & direita ou a esquerda do produto-e.

No atual estigio deste trabalho, optamos pelo produto-e somente a esquerda, uma vez que podemos
escrever o produto a esquerda em funcao do produto realizado & direita tal como o formalismo em [Dix94al,
porém nao somente formalizamos o produto como o generalizamos para todo fibrado exterior.

1
> Exemplo 9: X oe; = 5(—e1 + ezes +eses +eser) e, X, VX € 0.Q
Dado um elemento u € A(R%7), o produto-u é definido como
ou: R&ERY) x R®R*) — ReRY
(A,B) — Ao, B:=(Ae_u)o(ue,B). (3.25)

Seguindo na mesma linha de pensamento de [RV06a] nos perguntamos especificamente qual a relagao entre
os termos abaixo

Aoy, B:=(Ae u)o(ue,B), (Ao (Be_u))e_u, ue, ((ue, A)oB), (3.26)

num contexto onde alguma generalizacao similar relacionada a Eq.(3.12) pode ser construida no formalismo
nao-associativo induzido pelo produto-u.

> Exemplo 10: Tomando u = e; —ege3 € Cly 7, A = A%ey+ A'ey € 0, e B = Ble; + B’es5 € O, segue-se
que
(Ao u)o(ie, B)
= [(A262 + A4e4) o (el — 6263)] o [(el — 6283) o, (Blel + B5e5)}
= (—A2e6 + A%e3 + Ales — A4e6) ) (B1 — B%e; + Bles — B5e1)
— —A?Bleg+ A%B’ey + A2Bles + A2B%ey + A’Ble; — A’B°ey + A?Bleg + A’Bdey
+A4Ble3 — A4B562 + A4Bleﬁ + A4B5e4 — A4Bleﬁ + A4B5e4 + A4Ble3 + A4B5e2
= 2 (A2B5e4 + A23183 + A4B1e3 + A4Bse4)
enquanto que

(Ao (Be u))e i
= [(A%ey+ A'es) o [(B'e; + B'es) o, (e1 — ese3)]] o (e1 — ezes)
[(A2e2 + A4e4) o (—B’1 — Bl'es — Ber + B5e1)] o (—e; +esel)
(—A%Bley + A’Bley + A’Be3 — A’ Beg — A*Bley — A*Bley + A*BSeg + A4B5e3)
o (—e;1 +ezez)
= —A’Bles — A’Ble; — A’Ble; — A’Bleg + A’B%eq — A’B°ey + A’ B?ey — A’BPey
+A*Bles + A*Bleg — A*Bles — A*Bles — A*B’ey + A*Bey + A*B’eq — A*B’ey
= 2 (—A2B1e6 — A’Bles — A*Bdey + A4B5e4) .
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Uma questdo em aberto sobre a validade da expressdo (Ao X)o (X oB) = (Ao (Bo X))o X para uma
definicao mais geral diz respeito a como o uso do produto-e ao invés do produto octonionico padrao afeta
a Eq.(3.13), uma resposta para um caso particular foi apresentada em [RV06a]. Especificamente, podemos
argumentar onde a insercao do produto-u poderia nos permitir a imediata generalizacao de tal expressao, a
fim de considerar toda &lgebra exterior construida no espaco tangente num ponto arbitrario em S”. No lugar
de X € R®R%7, uma expressao ansloga para u € Cly,7 que expresse a estrutura algébrica nao-associativa
relacionada ao fibrado exterior sobre S7 pode ser obtida.

Em geral as Egs.(3.13) nao sao generalizaveis e pode ser verificado que

’(A e u)o(ue, B)# (Ao (Be_u)) .Lﬂ‘ (3.27)

como no Exemplo 10 acima. Quando v é um paravetor — um elemento de R @ R%7 — é facil ver que o
produto-u é equivalente ao produto-X.

» Obs.8: Da expressao acima vemos que nao podemos generalizar a Eq.(3.13) somente substituindo o
parametro X € R @ R%7 por u € A(R0’7), portanto de agora em diante o intuito deste capitulo é encontrar
uma expressao mais geral que possa dar conta dessa generalizagdo e que seja reconduzida a Eq.(3.13)
quando consideramos u um paravetor, ou seja, quando u = (u)pg1. Para tanto, precisamos generalizar o
formalismo introduzido em [Dix94a] e [Ced93, Ced95] construindo explicitamente um formalismo capaz de
descrever produtos nio-associativos nos fibrados exterior e de Clifford sobre a esfera S7 [Gun95, Wit84].
Todo formalismo abaixo se trata de uma extensao inédita do trabalho [RV06a] tendo como resultado a
obtencao da generalizacao de algumas estruturas nao-associativas, nao somente no espaco tangente em um
ponto X € S7 mas a todo fibrado exterior e de Clifford sobre S7 [Eld00a, EId00Ob, Bot58]. Para tanto,
precisamos generalizar as expressoes em [Dix94a, Dix94b, Dix95, Roo84, Ced93, Ced95].«

Numa analogia préxima ao produto-XY e ao produto-(1, X), respectivamente definidos pelas Egs.(3.18)
e (3.19), também é possivel definir outros produtos, o produto-(1,u), como

o1u: ROERY) x RR*) — RoRY
(A,B) — Aoy, B:=(Aol)o(ue,B)=Ao(ue,B) (3.28)

e o produto-(u,v) que generaliza a Eq.(3.18) para u,v € Cfy 7 fixos como segue:
our: RORY) x ReR*>) — ReRY
(A,B) — Aoy,,B:=(Ae_u)o(ve, B). (3.29)

» Proposicao 5: Dado u € Cly7 e A € Q, seque-se que

ue, (Ae u)=(ue, A)e,u=mue, Ae_u. (3.30)

<

Nesta Segao apresentaremos ainda os pré-requisitos algébricos para demonstrar que apesar da Eq.(3.13)
nao ser valida em geral, ainda é possivel exibir uma relagdo mais fraca remanescente ainda valida. Consi-
deraremos A = e, e B = e, na Eq.(3.13), onde a relagao entre

(eqe u)o(ue,ep) e (eqo(ep e u)) e u (3.31)

serd discutida.
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Dados v = uy...up e v = v1...v; € Cly7, o produto nao-associativo entre elementos da algebra de
Clifford foi definido por [RV06a] como

ON C€0’7 X C€0,7 — R& RY7

(u,v) = u®_ vi=ujo(ugo (-0 (ug_10 (upe v))--+)). (3.32)
(O 650’7 X C€0,7 — R® RO7
(u,v) = u®,v:=((---o((ue,v1)ovy)o---)ow_1)o0u. (3.33)

O simbolo ® denota ambos os produtos ®,_ e ©@,. E facil ver que, ao restringirmos elementos de Cly7 ao
espaco dos paravetores R & R%7 entdo Ae B=AoBe A®B=AoB,onde A, BcRgRY.

> Exemplo 11: Vamos calcular o produto (2e1e3 — 7eseg) O, eseq:

(2e1e2 — Tese) O, e3eqs = 2ejer O_ezeq — Teses O eseq = 2e1 o (ez o_ezey) — Tes 0 (e o eszey)
= 2ej0(eroey) —Teso(esoes) =2ej0es — Te;o (—e2)
= —2ey+ Tey, (3.34)
enquanto que
(26162 — 76566> ©,e3eq = 2ejes ®O,eszey — Teseg O, e3eq = 2(6162 . 63) oey — 7(e5e6 ., e3) oey

= 2(ejoer)oes—T(esoes)oes =2(—es)oey + Tey
= 42ey + Tey, (3.35)

logo as Eqgs.(3.34,3.35) ndo podem ser levadas umas as outras através de automorfismos ou anti-automorfismos
de Cﬁog. <

No que segue estd implicito que v € Cfp7 nao é escalar, uma vez que para o caso escalar nao haveria
nada de novo a ser feito, pois A=1ocA=1eA=10A4, VAecO.

Todos os produtos possiveis que foram obtidos a partir das combinagoes entre o, e ,e  ©_, e O, estao
listados abaixo. Alguns exemplos sdo exibidos para ilustrar os diferentes valores obtidos simplesmente
fazendo-se a troca ou inversao de alguns elementos. Além disso, a generaliza¢ao para os produtos u-, (1, u)-,
e (u,v)- é fornecida em termos do produto octonionico direcional.

As defini¢oes acima nos permitem ver que o produto-(1,u) pode ser generalizado para englobar e incluir
multivetores de Cly 7 na primeira ou segunda entrada, assim o produto-(1, ) para um multivetor de Clifford
na primeira entrada é dado por

Ofut 65077 x0O — O
(Y, A) — Yo, A= (e, 1)o(ue, A), (3.36)
que é a generalizacdo imediata para o produto-(1,u) definido na Eq.(3.28), jA que Aol = A, VA€ Qe
e, 1#¢Y VipelClr\ (Rd R%7). Portanto, o produto seguinte também pode ser definido
Yiu: C€077 x0O — O
(Y, A) — YV, A:=1pe, (ue, A). (3.37)
Tal produto é uma generalizagao que nao é analoga ao produto-(1, u) definido na Eq.(3.28) mas é exatamente
a generalizagdo imediata do formalismo octonionico padrao dado pela Eq.(3.19).

Para um multivetor de Clifford & direita, duas possibilidades nao equivalentes podem ser introduzidas
em termos do produto-©, e ©:

o‘Lu: O x Cgoj — O
(A,0) = Aoj,¢:=(Aol)o(uo y)=Ao(aO. ), (3.38)



3. Estruturas Nao-Associativas Generalizadas em S’ 49

enquanto que para o multivetor de Clifford a direita e o produto-®, a esquerda

Oiu: O x Cfoj — 0O
(A,¢) = Aoj,v:=(Aol)o(u0,¢)=A0(a0,v), (3.39)

a ultima extensdo do produto-(1,u) para 1, ¢ € Cly 7 dados, fixos porém arbitrérios, é definida por

oi‘:u: Cfgj X Cfog — O

(1, ¢) = Poi,d:=(Ye,1)o(ud. 9), (3.40)
ofu: C€077 X Cgoj — O
(0, 0) = voi,d= (e, 1)o(ue,e). (3.41)
E, para a generalizacao nao similar segue

V‘Lu: 050,7 X Cfog — O
(1, 0) = PV P=ve, (WO 9), (3.42)

Viu: C£0,7 X C€077 — O
(v, ¢) = PV p=1ve (WO, 0). (3.43)

» Obs.9: Note que, Aoy, v = AV} e Aoj, ¢ = AV{ 1), enquanto que ¢ of , ¢ # Vi, 0, e
Yoi, ¢ # PVq,0, ie., quando aparece um octonion na primeira entrada a igualdade entre os produtos o1 -
e V.- é satisfeita. De fato,

Aci,p=(Acl)o(uo ¥)=Ac(uO ) = AV 9
poi, o= (e l)o(uo. ¢) #1pe, (a0 @) =VVi,0

jd que Y o, 1 em geral é um octonion e 1) é um multivetor de Clifford, o resultado de Ao , ¢ = AV{ e
oi, o F# YV¥7 ,¢ segue analogamente. <«

A fim de generalizar o produto-u para um multivetor de Clifford, um octonion é substituido por um
multivetor de Clifford em uma de suas entradas. Primeiramente um multivetor de Clifford é introduzido na
primeira entrada com o produto-® a direita e a esquerda, e subsequentemente, o multivetor de Clifford estd
na segunda entrada como segue

o Clorx0O — O

(Y, 4) = Yot A= (YO u)o(ue, A), (3.44)
Of;: Cfgj xO — O

(0, A) > Yo A= (Yo, u)o(as, A), (3.45)
o:LL: O x C€077 — O

(A, ) — Aol :=(Ae_u)o(ud_1), (3.46)
o;J: O x 06077 - 0

(A, ) — Aoy :=(Ae_u)o(u®, ). (3.47)

Agora um multivetor arbitrario ¢ € Cfy 7 é levado em conta em ambas entradas e uma escolha precisa ser
feita para a dire¢do do produto-® introduzindo-se os produtos nao-asssociativos direcionais. Para Eq.(3.48)



3. Estruturas Nao-Associativas Generalizadas em S” 50
no Exemplo 12 ha célculos explicitos que ilustram como efetuar os produtos o
O‘{LL: Cf()j X Cﬁoj — O
(1, ¢) = Yoy ¢:= (PO u)o(ud. ), (3.48)
OILLJ: 66077 X 660’7 — 0
(¥,¢) = Yoy ¢:= 0O u)o (a0, e), (3.49)
OZL: Cﬁ(]j X C£077 - 0
(V,0) = Yoy ¢:= (YO, u)o (a0, ¢), (3.50)
OZJ: 65077 X Cfoj - 0
(W, ¢) = Yo' = O u)o(u®,9). (3.51)

Neste momento, o produto-(u, v) é generalizado [RV06a]. Para tanto o produto é considerado com entradas

em O e em Cly 7, onde em ambos os casos o produto-® ¢ efetuado nas duas direcoes.

O'{;U: Cg()j x O
(v, A)
O;:UZ 65077 x O
(v, A)
o::vi 0O x Cgoj
(4, 9)
o::vi 0O x CEOJ
(A, 9)

1

I+ 111117

O
(0 O;:v A= (O u)o(ve,A),
(©)
P o;:v A:= (o, u)o(ve, A),
(©)
Aoy thi=(Ae u)o (00O v),
O
Aoty = (Ao u)o (80, 4).

(3.52)
(3.53)
(3.54)

(3.55)

Finalmente, o produto-(u,v) pode ser generalizado para multivetores de Clifford em ambas as entradas
como feito em [RV06a] mas com uma diferenga, agora ambas as diregdes relacionadas com o produto-©

serao explicitamente consideradas

O,IL:U: Clo7 x Cly 7
(¥, d)

o Cfoj X C€077

u,v

|
U,V

)
u,v

(1, ¢)
: Cfog X C€077
(1, ¢)
: C€077 X Cfoj
(1, ¢)

14111114

O

) Oy @ = (Y OLu) 0 (VO ¢),

O

W} oy @ = (Y OLu) o (V0. ¢),

O

Yoy, ¢ i= (O, u)o (V0. 9),

O

Youy @ i= (YO u)o (00O, 9).

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

Além disso, os produtos nao-associativos entre elementos arbitrarios da algebra de Clifford serao completa-
mente construidos nesse contexto.

> Exemplo 12: Vamos calcular 1 o~ ¢ e ¢ o ¢ para u = egerejezes + 2eqe5, 4 = —egezejeres — 2€5€ey,



3. Estruturas Nao-Associativas Generalizadas em S’ 51

Y = eres, e ¢ = esey.

(Y O u)

@)

ere3 O (egererezes + 2eqe5)] o [(—ezezereres — 2es5eq) O, esey]

e;3 o_egerejeses + 2eqe5) + 2e7 o (e3 o_eyes)] o
o(ego(ejo(ero(ese eseq)))) —2e50 (eq 0 eseyq)

ero((((—esoer)oe;)oes)oer)+2e70(ejoes)]o

[
[
[
[
[—e20 (e 0 (e1 0 (e7 o (—e3 0 e4)))) — 2e50 (20 €4)
[
[
[
[

]
J

o
—

]
((e1oer)oez)oey) +2eroer)|o[—ez0(ezo(ero(ero(—er)))) —2es50es)]

— [ero
= lero(—egoey) —2]o[—eyo(ezo (e o (es5))) + 2]
= [ero(—e7) —2]o[—eyo(eso(—ey)) +2]=[1—2]o[—ez20(—e3)+ 2]
= [~1]o[-1+2] =[-1]o[]] = —1. (3.60)
Por outro lado,
(WO u)o(ue,¢) leres O, (egerereses + 2eqe5)] o [(—ezezeie7€5 — 2e5€4) O, €5€4]
= [—1] o[(—ezesereres @, e5) 0 es — 2(eseq @ €5) 0 ey]
= [~1]o[(—ezo(eso(e10(ero(—e3))))) ces —2(e50e2)oey]
= [~1]o[(—ezo(e3o(e10e3)))ces —2e40 ey
= [1]o[(—ezo(e3oeq))oes+2] =[~1]o[(—er0(—e5)) o es+2]
= [-1]o[—eqo0es+2]=[-1]o[1+2] =(-1)0o(3) = -3. (3.61)

<

Este exemplo ilustra a importancia da direcao no produto-®, porque neste caso uma simples mudanca
na direcao do produto resulta em valores diferentes para os mesmos dados iniciais.
Podemos escrever todos os produtos descritos ao longo das Eqs.(3.44-3.59) de uma maneira sintética e

resumida:

OE::AXA — O

(¥, ) = (¢P0u) o (VM)

para todo ¢y € A, ¢ € A e u,v € Cly 7.
Segue dai as seguintes possibilidades:

(i) O e M podem ser iguais ou diferentes onde cada um assume um dos produtos: ®_,©_,e_,e_;

(ii) w e v podem ser iguais ou diferentes mas sempre serao multivetores homogéneos de Clifford;

(iii) A e A podem ser iguais ou diferentes onde cada um assume a édlgebra de Clifford C/y 7 ou a restrigao
desta ao espago dos paravetores compreendida como os octonions.

Lembramos que uma algebra A é associativa se

(xy)z = z(yz) para todo z,y,z € A

e que uma algebra A é alternativa se para todo z,y € A satisfaz as identidades
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conhecidas respectivamente como as leis alternativas a esquerda e a direita, veja Definicao 5.
Claramente qualquer algebra associativa é alternativa.
Assim como o comutador [x,y] = xy — yr mede comutatividade numa &lgebra A, o associador

(z,y,2) = (zy)z — x(yz) (3.62)

de quaisquer trés elementos pode ser introduzido como um medidor de associatividade em A. Assim a
definicao de dlgebra alternativa pode ser reescrita como

(x,z,y) = (y,x,z) =0 para todo x,y € A

Note que o associador (z,y, z) é linear em cada argumento.
O associador (x1,x2,x3) “alterna-se’no sentido de que, para qualquer permutacao o de 1,2,3 temos
(16, 20y T35) = €(0)(x1, T2, 23). Para mostrar este resultado é suficiente provar

($ay7 Z) = —(y,x,z) = (y7 va) para todo z,y,z € A (363)
Mas
(z+y,z+y,2) = (z,2,2)+ (2,9,2) + (¥, 2,2) + (v,9, 2)
= (@9,2)+(y,2,2) =0
pela defini¢ao de élgebra alternativa. O resultado implica em (x,y, z) = —(y, z, z). Similarmente (y, z,x) =

—(y,x, z). Com as novas identidades adquiridas em termos do associador temos
(x,y,z) =0 para todo z,y € A
isto é,
(xy)x = z(yx) para todo z,y € A (3.64)
De fato,
(z,y,2) = =(y,2,2) = —(x,2,y) = 0

A identidade na Eq.(3.64) é chamada de lei flexivel. As élgebras de Lie, Jordan e alternativa sao flexiveis
[Sch95]. A forma linearizada da lei flexivel é

(x,y,2) + (2,y,2) =0 paraz,y,z€ A

Um exemplo de dlgebra alternativa é a algebra dos octonions. Portanto, para A, B € O

(AcA)oB=Ao(AoB) (3.65)
(AoB)oA=Ao(BoA) (3.66)
(BoA)oA=DBo(AoA) (3.67)

» Obs.10: Sabendo que a algebra dos octonions é alternativa podemos ter as identidades de Moufang em
termos de octonions [Mou34, Dix94a, Sch95]. Assim, para A, B,C € O

(AocBoA)oC=A0(Bo(Ao()) (3.68)

Co(AoBoA)=((CoA)oB)o A (3.69)
(AoB)o(CoA)=Ao(Bo(C)oA (3.70)
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Primeiramente provaremos a identidade de Moufang dada pela Eq.(3.68):

(AocBoA)oC —Ao(Bo(Ao())
=(AoBoA)oC—(AoB)o(AoC)+(AoB)o(AoC)—Ao(Bo(Ao())
=(AoB,A,C)+ (A, B,Ao(C)=—(A,AoB,C)— (A,AoC,B)
=—(Ao(AoB)oC+Aoc((AoB)o(C)—(Ao(AoC))oB+ Ao ((AoC)oB)

(325)—((AoA)oB)oC—((AOA)oC’)oB—i—Ao((AoB)oC—i—(AoC)oB)
=—((AoA),B,C)—((AoA),C,B)— (Ao A)o(Bo(C)— (Ao A)o(CoB)
+Ao((AoB)oC+ (AoC)oB)

B8 Ao [-Ao(BoC)—Ao(CoB)+(AoB)oC +(AoC)o Bl
— Ao[(A,B,C)+ (A,C,B)] =0

A identidade (3.69) é a relac@o reciproca. Finalmente, (3.68) implica em

(AoC)o(BoA)—Ao(CoB)o A
=(AoC)o(BoA)—Ao[Co(BoA)+Aoc[Co(BoA)]—Ao(CoB)oA
=(A,C,BoA)+Ao[Co(BoA)—(CoB)oA]
=—(A,BoA,C)— Ao (C,B,A)
=—[Ao(BoA)JoC+Ao[(BoA)o(C]—Ao(C,B,A)

5 _(AoBoA)oC+Ao[(BoA)oC —(C,B,A)

" _Ao[Bo(AoC) +Ao[(BoA)oC]—Ao[(CoB)oA—Co(BoA)
=—Ao[Bo(AoC)—(BoA)oC+(C,B,A)]
= —Ao[~(B,A,C)+(C,B,A) =0

—~ —~
(=]

A prova da identidade (3.69) segue o mesmo roteiro que a demostragao da identidade (3.68), de fato

—Co(AoBoA)+((CoA)oB)o A
=(CoA)o(BoA)—Co(AoBoA)+((CoA)oB)oA—(CoA)o(BoA)
=(C,A,BoA)+ (CoA,B,A)=—(C,BoAA)— (B,CoA,A)

— (Co(BoA)oA+Co((Bod)oA)—(Bo(CoA))+Bo((Cod)od

G50 G0 (Bo(AoA))+Bo(Co(AoA))—(Co(BoA)+Bo(CoA))oA

— (CoB)o(AoA)+Co(Bo(AoA)—(BoC)o(doA)+Bo(Co(doA)
H(CoB)o(Aod)+(BoC)o(Aod)—(Co(BoA)+Bo(Cod)oA

— Co(Bo(AoA)+Bo(Co(Aod)—(Co(Bod)+Bo(Cod)oA

B9 (¢, B, Ao A)— (B,C,Ao A)+ (CoB)o(AdoA)+ (BoC)(Ao A)
—(Co(BoA)+Bo(CoA))oA

B8 [ (CoB)oA—(BoC)oA+Co(BoA)+Bo(CoA)oA
— —[-(C,B,A) — (B,C, A)] = 0.
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A identidade de Moufang (3.69) também é equivalente a

Co(AoBoA) = [(CoA)oB]JoA
Col(doB)od] P2 [(CoayoBloa
Col(AoB)od] = ~—[(Cod)oBjoA
Co(AoB)JoA—Col(AoB)od] = ~—[(CoA)oBloA+[Co(doB)oA
(C,A0B,C) = —(C,ABA (3.71)

A forma linearizada de (3.71) é
(C,AoB,D)+(C,DoB,A)=—(C,A,B)oD — (C,D,B)o A, paratodo A,B,C,D € Q.

No caso dos produtos e : O x Ax(R%7) — O e o,: AL(R*") x O — O, as identidades de Moufang
nao podem ser generalizadas unicamente se utilizando de conjugacao e involugao graduada. Exibimos dois
contra-exemplos:

> Exemplo 13: Uma das identidades de Moufang para os octonions é expressa como
(AoB)o(CoA)=Ao(Bo(C)oA, AB,CcO. (3.72)

Suponha que uma generalizacao imediata pudesse ser realizada ingenuamente pela substituicao do produto
octonionico padrao pelo produto-e,

(ue,Be u)eC =ue, (Be(ue,()), uecCly, (3.73)

ou até mesmo (ue, Be_ u)eC =ue, (Be(ue,C)), (ue,Be_ u)eC =ue, (Be(ue, 6 C)), ouo produto
acima com uma combinacao da involucao graduada e/ou conjugacao de Clifford sobre u. Para uma fécil
compreensao das expressoes, a Eq.(3.73) é reescrita como

(ue,Be_ u)oC =ue, (Bo(ue,C)), uecCly, (3.74)

uma vez que o produto-e entre octonions é idéntico ao produto-o. Tome u = esereq, B = e; e C = e3.
Primeiramente,

(egeres @ €10 exeres)oes = ((exo(eroes)) e ezeres)oes = ((exo(—ez)) o esereq)oes
= ((exoer)oeq)oe3 = (—e3oey)oe3 = —ejoes
= —ey, (3.75)

enquanto que

€gerey o | (61 o (e2e7e4 o e3)) = e€3ereyq o (e1 o (62 o (e7 @) (—el)))) — €egerey o (61 @) (82 ] (—65)))
= ejereso, (ejoey) =egeres o, (—e3) =eyo(eroe) =eyoe;
= —ey (3.76)

Por outro lado, tomando u = esese7, B = ey e C' = e, segue-se que:

(636597 e €0 e3e5e7) cey = ((e3 9] (e5 o e3)) (1 e3e5e7) oce; = ((e3 o (—66)) L 836597) o e
(es e ezeser)oe; = ((—egoes)oer)oe; = (ez3oer)oe; =eyoe
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enquanto

€zezer o | (eg (e} (638567 o el)) = e€3ezer e, (e2 (¢] (e3 o (65 (e} e5))) — ezezer o (eQ (¢] (—83))
= esesere, (—e7) =eso(eso(ero(—ey))) =esoe; =e¢ (3.78)
Pode ser visto que para elementos distintos de u € Az(R%") ambas as relacdes (ue, Be_u)oC =ue, (Bo
(ue,C))e(ue, Be u)oC =—ue, (Bo(ue, ()) sao obtidas. Essas duas tltimas relagées ndo podem ser
satisfeitas simultaneamente por elementos com o mesmo grau em Cfy 7, 0 mesmo para o produto dado pela
Eq.(3.73) com alguma composigao da involucao graduada e/ou conjugagao de Clifford sobre w. Usando o

mesmo contra-exemplo pode-se mostrar que as outras identidades de Moufang nao podem ser generalizadas
usando-se somente conjugacao de Clifford e involucao graduada.<

> Exemplo 14: Além disso, as identidades de Moufang nao podem ser generalizadas para os produtos ®_

e ©, definido nas Egs.(3.32, 3.33) respectivamente. De fato, computando o produto (v ® B ®_u) ®_C e
®. (Bo, (ue_C)) para u = ejeser, B = eseseg ¢ C = ezeser vem:

(erezer O ezeses O ejezer) O ezeser = (e o (e3 o (er e ezeseq)) O ejezer) O ezezer

(e1o(eso((esoes)oes)) O ereser) O esezer

(e1o(eso(egoeg)) O ejeser) O, eseser

(e10(—e3) O_eieser) O eseser = (—eq O_ejezer) O ezeser

(—eq o_ejezer) O eseser = ((—ez oe3) oer) O eseser

= e7(_esese; —er e _ezese; = (—ey0e;)oe; =eg0ey

= —eG
Por outro lado,

er o (e3o (ere_eseser))))
ero(e3o((—ex0e5)oer))))
(e3o(

erezer O (exeses O_ (ejeser O eseser)) = ejeszer O, (
(

esese5 O, (e1 0 (ego (ego0er))))
(
(

eoseseg O,

= ejeszey O, (egeseg O

[¢]

= ejeze; O,
e1 o (e3 o (—eg))))

ejoes)) = ejezer O (erese5 O e7)
ex0(eso(egoer))) =ejeser O (exo(e50ey))

ey0(—ez)) =ejezer ©_ 1 =-ejesere, 1

= ejezer O_ (exeseg O

(
(
(

= ejeze; O (ezeze5 O
(
= ejezer O (
(

= ejeszer O
= ejo(ezo(erol))=ejo(ezoe;) =ejoey

= 96

<

Analogamente, outro contra-exemplo com o produto ®, também pode ser apresentado para mostrar que
as identidades de Moufang dadas pelas Eqs.(3.68, 3.69, 3.70), ndo sao generalizadas neste contexto.«

3.3 Produto Escalar Octonionico e a Base do Fibrado Tangente & S’
Para A, B € O o produto escalar entre dois octonions é definido como [Roo84, Dix94a, Lou01, Bae01]:
1, - _ 1 _ -
(A,B) = §(AOB+BOA) = §(AOB+BOA).

Considerando um octonion de norma unitédria X = X° + X%e,, o quadrado de sua norma é dado por
X172 = (X, X) = (X9)2 4+ (X2 + (X2)2 + (X2 + (X1)2 + (X°)2 + (X2 + (X")2 = 1, e os elementos
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{eq o X} constituem o fibrado referencial em S7, obtido pela multiplicacdo & esquerda de X € S por uma
base octonionica {e,}. Os elementos satisfazem as relagoes

(egoX,ep0X) = Iy, (eq0 X, X) =0, (3.79)
(eqep o, X, X) = 0. (3.80)

No que diz respeito aos octonions e, o X, as Egs.(3.79) nos dizem que estes vetores sdo ortogonais uns aos
outros e mais, estes vetores residem no espaco tangente no ponto arbitrario X € S7, onde eles formam uma
base ortonormal. Na Segao 3.4 as representagoes matriciais de {e, 0 X } s@o explicitamente construidas. Para
mais detalhes veja [Roo84, Dix94a).

Note que o produto e e, e, X também apresenta uma representacao matricial associada — na Secao 3.4
todas as representagoes sao construidas, e algumas delas foram primeiramente listadas em [Dix94a] — e é
possivel provar que

(eqep o, X, X) = (ego(epoX), X)=(epoX,e,0X)=—(epoX,e,0X)=0, Va,b=1,2,...,7,a#b,

onde a Eq.(3.79) é empregada na tltima equagao, i.e., e, 0 X é uma base para o espago tangente num ponto
arbitrario em S7. E fécil ver tal propriedade, em particular quando as propriedades no Apéndice A sdo
levadas em conta.

As Eqs.(3.79) e (3.80) também podem ser demostradas facilmente computando-se todas possibilidades
paratodos a,b=1,2,...,7, a # b, mostrando que a Eq.(3.79) relaciona um conjunto de elementos ortogonais
a X € S7 para a # b e entdo uma base para o espaco tangente é obtida.

A fim de fazer ilustragoes, no Apéndice A casos particulares das Eqs.(3.79) sao explicitamente demons-
trados. Em geral, para a # b # ¢ temos

(eqerec o, X, X) #0. (3.81)
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De fato, com relacao ao elemento ejeses, segue-se

(er1e0ez @ X, X)

= 1/2[(ejezez e, X)o X + X o (ejezez e, X)]

= 1/2[(+X%;5 + X'er — X%es + X35 — X'y — X° 4+ XCe3 + X7e)) 0
(+X% + X'e; + X%ey + X3e3 + X'ey + XOe5 + X0eq + X e7) +
(+X° - X'e; — X%ey — X3e3 — X%ey — X%e5 — X%e5 — X'er) 0
(—X%5 — Xler + X%ey — X3¢+ Xey — X5 — X%3 — X7ey)]

= 1/2(+(X%%es5 — XX 'e; + XX2%e; — XOX3e5 — XX %ey — XOX5 4+ X0XOe3 4+ XX e,
+ X1 X% + (X1)%es + X' X%e3 — X' X%ey + X' X'eg — X' X% — X' X0y — X'X7
~X%2X%,; — X2X ez + (X?)%e5 + X2 X3e; + X2X* — X2X%ey — X2XC; + X2 X eq
+X3X%¢ + X3X1es — X3X%e; + (X3)%e5 — X2 Xer — X3 X3 — X3X0 4 X3X ey
—X1X%; + X' X'eg + X1X? — X1 X3e; — (X1)%e5 + X1 X%y — X1 X0, + X1XTey
—X5Xx% — X5Xle; — X°X%ey — X5X3e3 — X X1ey — (X7)%e5 — X7 X% — X°XTe;
+X%X%;3 — X6X1ey — X0X2%e; — X6X3 + XO6X%e; + X0 XPes — (X)%e5 + X0 X ey
+X"X%; — X" X'+ X" X%+ X" X3¢y — X" X%e3 + X" X7 — X" Xy — (X7)%e;
—(X%2%e5 — XX 'te; + XX 2%y — XOX3e5 + XX %ey — XX — XOX6e3 — X0XTe,
+X'X%; — (X1 2%e5 + X1 X%e3 — X1 X3y — X' X%es 4+ X' X% + X1 X0ey — X1 X7
—X?X%,; — X%2X'es — (X?)%e5 + X2 X3e; + X2X* + X% X ey + X2 X0e; — X2 X e
+X3 X% + X3X1ey — X3X%e; — (X%)%e5 + X2 X'er + X3 X3 — X3X0 — X3X7e,y
+X*X%y — X' X1eg + X1X% + X1 X3e7 + (X*)%es + X' XPeq — X' X% + XX e3
~X5X% 4 X5Xx1e; + X5X%ey + X°X3e3 — X°Xey + (X°)%e5 — X5 XO0es — X°XTey
~X%X%;3 + XX e, + X0X%e; — XOX? + XOX?%e; + X0XPes + (X)%e5 + XX ey
~X"X%; - XTX' - X" X% — X" X3y — X" X3+ X" X7 — X" XC, + (X7)%e;5)

= 2(—X"X° — X'X7 + X?2x* — X3X9).

3.4 Representacoes Matriciais do Produto-e

A &lgebra dos octonions nao pode ser representada pela algebra das matrizes por se tratar de uma algebra
nao-associativa, fato este ja conhecido [Dix94a]. Entretanto, as algebras adjuntas das agdes & esquerda e
a direita num octonion arbitrario sao associativas. No nosso caso, este fato é consumado pelo produto-e a
direita e a esquerda, definido nas Eqgs.(3.21,3.22) respectivamente.

O principal objetivo desta Secao é evidenciar a representacao matricial para as agoes a esquerda dos
octonions no nosso formalismo®. As matrizes abaixo geram M (8,R) e todas as representacoes u e , X para
u € Cly7. De fato, o dual de Hodge em C/y 7 pode ser expresso como

*U = Ue|ese3e4e5eser.
Portanto, a fim de gerar as matrizes associadas ao conjunto

{e1ezezesese6e7, ereceqereqsen, eceqereqen, eqereqen t

5De fato, em [Dix94a] foram exibidas as representacdes matriciais para as agoes & esquerda e & direita dos otonions calculando
— em sua notacdo — €rLq, €Lab, €Labe, € também €Rrq, € Rab, €Rabe, PAra octonions provenientes das regras €,€4+1 = €445 mod 7

€ €4€4+1 = €q+3 mod 7-
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— que atua em X octonion pelo produto-e — precisamos considerar somente a correspondéncia respectiva
a {x1, xe,, xeyep, ke epe. } nesta ordem. Além disso, o conjunto {1, e,, e,€p, €.€pe.} possui dimensao 64.

Um octonion X = X% + X%, pode ser escrito como (X", X! ... ,X7)T representando a estrutura do
espaco vetorial subjacente. A seguir apresentamos o produto octonionico pela acdo das matrizes:

ejo(X) = ejo (XO + X'le; + X2%es + X3e3 + X'ey + X5 + XOes + X e

|
—

(el elelolelelo)]
OO OOO O
—

= X%; — X'+ XZ%es + X%e4 — Xe5 + X%e7 — X%y — X5 =

ocoocooorro
—
£

coocococoo
|

cooo ,coo

—~ooooco0oo

coococoloco

colocoococo
w

Analogamente, obtemos todas as matrizes que representam a acao dos elementos da base de Aj(R%7) sobre
um octonion arbitrario

00 -10000 0 00 0 -10000 000 0 -100 0
00 000010 00 0 01000 000 -1 0000
SRL I IRRLIE
- 010 0 0000
e°( )~ 100 000-100 eso()= [ 0-10 00000 eo()—=> 1960 0 000 0
00 001000 00 0 000-10 00-10 0000
0-1 000000 00 0 00100 000 0 0 00-1
00 01000 0 00 -100000 000 0 001 0
0000 0 100 00000 0 —10 000000 0 —1
0000 0 001 00-100 0 00 00000-10 O
R HHEH
} ) - . 001000 0 O
eso()—~> 100700 000 e°()~ 00000 0 01 ero() = [886000 %0
1000 0 000 00010 0 00 010000 0 O
000-10 000 10000 0 00 000010 0 O
0-100 0 000 0000-10 00 100000 0 0

0

Abaixo apresentamos explicitamente a acdo de todos os elementos da base de A3(R%7) agindo sobre um
octonion arbitrario, com o produto-e, indicando que as matrizes sao provenientes de agoes a esquerda

ejez e, (X)
XO Xl X2 X3 X4 X5 X6 X7
ejo(exo (X" +X'er + X%+ X'e3+ X'ey + X°e5+ X'e5 + X'er))
= e;o(X%;y — X'leg — X2+ X3e; + Xle5 — XOey + X% — X7e3)
000 00010 X0
00-10000 0 X,
0 1 2 3 4 5 6 7 000 0000 0 %3
= X'+ X'es— X% — X’e5+ X'er + X’e3— X° —X'es= 0399 3850 0 X4
000 —-1000 0 Y5
100 0000 O 6
000 0100 0 7

De modo similar, segue todas as matrizes da representacao da acao dos bivetores e,e;, sobre um octonion
arbitrario:
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Para finalizar, faremos a representacao matricial dos trivetores e,epe. € A3(R0’7) agindo sobre um octonion

arbitrario.
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Quando vamos do espaco RGR®7 subjacente aos octonions para toda a dlgebra exterior, imersa na dlgebra
de Clifford Cfy 7, temos que responder a questao sobre a natureza da conjugacao octonionica nesta extensao
algébrica. E bem sabido que a conjugag¢ao octonionica é um anti-automorfismo como visto anteriormente.
Mostraremos na Eq.(4.12), dentro do formalismo apresentado, que tal anti-automorfismo, pode ser expresso
através do produto-u a partir de um elemento ag € Ag(R @ R%") @ A3(R @ R%7), como serd ilustrado no
Lema 8.

Este trabalho traz uma generalizacao nao feita por [Dix94al, [Ced95] e outros, que consideraram apenas o
produto-X para elementos da base octonionica, onde generalizamos para elementos de toda algebra exterior
subjacente a Clg 7, resultado esse que pode trazer vérias aplicacoes interessantes e novas abordagens para
problemas nao resolvidos.

4.1 Propriedades Generalizadas de Estruturas Nao-Associativas em S’

Daqui em diante considere um elemento homogéneo u = €;,€;, ...€;; € Aj(]R(”) — Clo,7, pelas razoes
explicitadas na Obs.5.

» Lema 4:  Os sequintes elementos de Ag(R%7) @ Az(R*7)

Py =1/8(1 + esereq + eserer + egeze; + erezey + ejeqe3 + exesey + eseges),
P =1/8(1 — esereq + eserer + egere; — erezey + ejee3 — exesey — €3€6€5),
Py =1/8(1 — ejeres — esejer + egege| + eresen — ejee3 + exe5€4 — €3€6€;5),
P; =1/8(1 — eqeres — ese1€7 — egese] + ereses + e1e4e3 — €z€5€4 + eseges),
Py =1/8(1 + eqeres — ese1e7 — egese] — e7eses + €1e4€3 + eze5e4 — €3€€5),
Ps =1/8(1 — eseres + esejer — egese; — erezes — ejeqes + egesey + ezepes),
Ps = 1/8(1 + esereq — eseier + egeze; — erese; — eje €3 — €xesey + e3eges),
P; = 1/8(1 + esereg + esejey — egeqe] + ereszey — eje ez — egesey — 638685), (41)

[Diz94a/, para a = 0,1,...,7, sio e-idempotentes. <

De fato, podemos mostrar por verificagdo imediata que PPy, = 0Py (0gp = 1 se a = b, e 0 caso
contrario), onde o produto de Clifford é denotado por justaposigdo. Assim como os P, sao elementos da
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algebra de Clifford, a relagao P, Py, = 4P, é compreendida do ponto de vista de uma e-acao sobre octonions,
ou uma ®-agao sobre os elementos da algebra de Clifford C¢y 7, como definido nas Eqgs.(3.21, 3.22, 3.32, 3.33).
Nesse sentido os P, sdo e-idempotentes, satisfazendo ZZ:O P,=1,e {Pa}Z:O é um conjunto completo de
e-idempotentes ortogonais [Dix94al.

Dado um a € {1,2,...,7} fixo, porém arbitrario, considere o respectivo idempotente P,. Os sinais
positivos na combinacdo linear dos elementos em Az(R%7) acima aparecem somente nos termos e;e;ey,
quando um dos indices € igual a a.

Além disso, defina

g = 2P, — 1 € Ag(R®") @ A3(R>"). (4.2)
Portanto,
2P —1)(2P —1)(2P, — 1)(2Ps— 1) e, X
APyP) — 2Py — 2P, + 1)(4P,Ps — 2P, — 2P + 1) e X
—2Py — 2P+ 1)(—2P, —2Ps+ 1) e X
2P +Pi+P+Fs)+1)e, X. (4.3)

agoiogog e, X =

o~~~ o~

Por outro lado, é imediato das expressoes (4.1) que

1
(Po+ P+ P+ Fs)e, X = 5(1—1‘@69281)%)(

e consequentemente a Eq.(4.3) pode ser escrita como’

o1 90lg — —egegeq. (4.4)
Mais geralmente, para (a, b, c) triplas quaternionicas da Eq.(3.9) pode se mostrar que
QOO0 = —€.€p€, (4.5)

» Lema 5: O elemento ag = 2Py — 1 € Ag(R®7) @ A3(R®") — como definido na Eq.(4.2) — é uma
involugdo, no sentido de sua a¢do sobre os octonions, isto ¢, a% e X =1 X=X,VYX €O . Além disso,
apgPhe, X =Fye, X e Phage , X = Fye , X. «

Demonstracao: Com efeito,

ade, X = (2P —1)2e, X = (4P —4Py+1)e, X
= APy—4Py+1)e X =1, X =10X =X, (4.6)
awPre, X = ((2Py—1)Py)e, X = (2P —Py)e, X =(2P)— Py)) e, X = Pye, X, (4.7)
Poage, X = (Py(2Py—1))e, X = (2P —Py)e, X = (2Py— P)) e, X = Py e, X. (4.8)

0

Portanto, a partir das Eqs.(4.7) e (4.8) acima, podemos afirmar imediatamente que
aoPoage, X = Pye, X
Dado X = X+ X'le; +--- 4+ X"e; € O com X?,..., X7 € R, temos o seguinte resultado
Pye, X = XY, (4.9)

obtido imediatamente das Eqs.(4.1). De maneira mais geral pode-se mostrar que P, e, X = X%, pelo lema
a seguir [Dix94a)]

INa verdade a equacao representa a agao de awa e sobre um octonion arbitrario e é equivalente a acao de —egeze; sobre

0 mesmo octonion, em outras palavras, apaiazacesX = —egeze;e X, para todo X € O.
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» Lema 6: Seja P, como na Eq.(4.1), para todo X € O com X® € R tem-se

[Poe, X =X, (4.10)

<
Demonstragao: Vide Apéndice B.[J

No Lema 6 acima quando escrevemos X%e, nao estamos nos referindo a convencao da soma citada
anteriormente. Portanto X%e, ¢ de fato X%e,.

E evidente que P, é uma projecao da estrutura subjacente a dlgebra dos octonions enquanto espaco
vetorial, pois P2 = P, e P, projeta X na direcio de e,, isto é, X%e,.

» Lema 7: O elemento ag = 2Py — 1 € Ag(R%7) @ A3(R%7) € uma conjugacdo octonionica com respeito
ao produto-e <

Demonstracao: Com efeito, dado X € O
e, X=02P—1)e, X =2Pje X - X=2X"-X=X"—Xle;— - —XTer =X (4.11)

g

» Lema 8: A forma diferencial oy € Ag(R%7) @ A3(R®7) é um anti-automorfismo involutivo com respeito
ao produto-e <

Demonstragao: De fato, dados X,Y € O
ape, (XoY)=(XoY)=YoX = (ape,Y)o(age, X) (4.12)
d

» Proposicao 6: Com relagdo a forma diferencial ag € Ag(R%7) @ A3(R%7), para quaisquer A, X € O

temos
(apAag) e, X =X o0 A
<
Demonstragao:
(a0dag) e, X 2 (apA)e, (ape, X) = (apAd) o, X "2 age, (40 X)
= (ape,X)o(ape, A)=XoA. (4.13)
O

Como um ultimo resultado que sera usado nas demonstragoes subsequentes, apresentamos

e Pleg = 1/8(82(1 — eqereq + esejer + egese — erezen + ejeqe3 — egesey — 636665)66)
= —1/8(es(1 + esereq + eser1er + egeze; + ereser +- ejeqe3 + exesey + ezeges)er)
= —e6P0e2. (414)

>> Coroléario 1: Seja P, como na Eq.(4.1). Entao Va = 1,2,...,7 e VX € O é possivel concluirmos que

(Pue, X = (eaPoe,) e, X|
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Veja que a Eq.(4.12) pode ser generalizada para elementos homogéneos u = e;, ey, ... e;, € Ap(R%7) —
Cly 7 pelo seguinte resultado

» Proposicdo 7: Seja ap € Ag(R®7) @ A3(R%7). Para todo X € O e para todo u = e;e;,...e;, €

AR(ROT) — Cly7 seque-se

lage, (X e u)=1ie,(age, X)| (4.15)

<

Demonstragao:

ape, (Xe u) = ape,(Xe €,€,...€,)

=" ape, ((--((Xoey)oey) -)oe;)

= (ape,e;)o(ape, ((---((Xoe,)oey,) -)oe; ,))

= (ape.ej)o((ane ey j)o(ape, ((+-((Xoey)oey,) -)oe; ,)))

= (age,e,)o((ape e, )o(-((ape,e,)o((ane, ey)o(ape, X)) )
= o€ o((eo(@@oX)) )

= ue, X=1ue, (age, X) (4.16)

g

Note que na Eq.(4.16) temos a conjugagao de Clifford herdada através da agao de «g e ndo da conjugacao
octonionica. Além disso, podemos escrever ape (X e u) de maneira concisa em termos do produto-® pondo
(o X) ®_ u. Portanto, segue-se das Eqs.(4.6,4.16) que

X o u=(apapX)e u= (X))o u=ape, (ape, (X e u))=ape,(ue, X)

Essa expressao é de grande importancia na demonstracao do Teorema 19 e suas generalizagoes, que é de
fato o objetivo deste capitulo. Podemos ainda generalizar a Proposicio 7 para u,v € A(R%") elementos
homogéneos,

ape, (UOV)=T01u

» Lema 9:  Seja ag € Ag(R*7) ® A3(R%7). Para todo X € Q e para todo u € Ap(R%7) < Cly7 temos

(Xap) O, u = (apu) o, X

<

Demonstragao:

(Xap)®.u = Xo(aOu)=Xe = (ape, X)o (ag®u)
= aooJ(quX):(Oz()u)@JX:(OZOU)°JX
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» Lema 10:  Seja o, € Ag(R®7) @ A3(R*7) — como definido na Eq.(4.2) — com a € {1,...,7}. Entdo,

para todo X € O temos

age, (Xoe,)=Xoeg, (4.17)

D |
Demonstracgao: Vide Apéndice C.[J

S6 para recordar, reiteramos que o produto de Clifford esta sendo denotado por justaposicao. O resultado
a seguir pode ser visto como um medidor da falta de associatividade envolvida se compararmos o resultado
ao associador definido pela Eq.(3.62).

» Teorema 18:

(a) Seja ag € Ag(R®7) @ A3(R%7). Dados eg,ep, € O com ey = 1 sendo a identidade, para todo X € O

tem-se

’(eooeb)oX:(aooJ (Xoeb))oeo—(aooJ(Xoéo))oéb+(Xoeb)oe0‘

(b) Seja ag € Ag(RY7) @ A3(R®7). Dados e,, e, € O, para todo X € Q tem-se

’(eaoeb)oX:(aooJ (Xoep))oe,—(ape, (Xoey))oe,+ (X oep)oe,

<

Demonstragao:
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(a)

(epoep) o X

i~
e g
=

—
N
=
L)

=

—
>
=
~

=

I~
[ H5 1

epoX
(ap e, )0 (age, X)
ape, (X oé&)

age, (ape, (X oe))
—(2P0 + 2P, — 1) o, (X o éb)
—(2Py—1/2)e, (X oe,) — (2P, —1/2) e, (X 0 &)

L@y —1/2)e, (X o@) — (2P —1/2)e, X) o6
(2R —1/2) e, (X 0ep))oep — (2R —1/2) e, (X 0€p)) o &
(2Py—1/2)e, (X oep))oey—1/2(X oep)0eg
—((2Py—1/2)e, (X o0e€p))oe,—1/2(X oep)oey+ (X oep)oe
(2Py—1)e, (X oep)oey—((2P)—1/2)e, (X oe€p))oe
+1/2(X o€p)oep+ (X oey) oe

(e, (Xoep))oey—((2R—1/2)e, (X oe))oe

+1/2(X oe€p)oey+ (X oep) oe

(ape, (X oep)oey— ((2P)—1/2)e, (X o€y))oe

—(—1/2(X oé€p))oé,+ (X oep) oep

(pe, (Xoep))oeg—((2Ph—1)e, (X oey))oe,+ (Xoep) oe

(pe, (X oep))oey— (ape, (Xoe€py))oe,+ (Xoep) oeg
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(b) Sem perda de generalidade podemos fazer e, = es e €, = eg para nos utilizarmos das Eqgs.(4.4, 4.5).

—(eg0eg) 0 X = —ej 0 X = —(ezepegezer) o, X

(4:4) (ege6a0a1a2a6) o X = (aoegaoaleﬁao) o X

= [OéoGg(l — 2P0 — 2P1)e6a0] o X

=  {aoe2[(1/2—2P) + (1/2 —2P)]egan} o, X

= {Ozoeg (1/2—2P0)e6a0+a0e2 (1/2—2P1>66(X0} o X
(424) {a0e2 (1/2 — 2P0) €0 — p€g (1/2 - 2P0) egag} L X
(422) {04062 (—1/2 — 040) €0 — Op€gq (—1/2 — Ozo) egag} L X

= [06062 ( 1/2 — Oé()) 86040] L X — [05066 (—1/2 — Oé()) 82060] L X

= Japea(—1/2 —ap)] e, (ego(ape, X)) — [apes (—1/2 — ag)] e, (e20 (g e, X))
UL hpes (—1/2 — ap)] e, (ap e, (X 065)) — [aves (—1/2 — ap)] », (ap e, (X o &2))

= [04062( 1/2—0[0) 040] (Xoe_ﬁ) — [aoeg (—1/2—&0) 040] . (Xoe_g)

= [040 €2 (1/2 + ap Ctg] . (X o 66) — [04066 (1/2 + Oé()) Oé()] ., (X o éz)
WO apes (1/2)ao + 1)) o, (X o 65) — [aoes ((1/2)ao + 1)] o, (X o &)
P2 (ape) o, (((1/2)ag + 1) o (X 0 €5)) — (anes) o, ((1/2)a0 + 1) o, (X 0 e2))

= (06082060()&0) (((1/2)&0 + 1) o (X o é@)) — (Oéoéﬁaooco) . (((1/2)0(0 + 1) ., (X o 62))

= (ae2ap) e, [age, (((1/2)ap +1) e, (X oeg))] — (anesan) o, [ag e, (((1/2)a + 1) o, (X 0 €3))]
19 1o e, ((1/2)a0 + 1) e, (X 065))] o es — [ao e, ((1/2)ap + 1) e, (X 0 62))] o eg
"2 oo (1/2)a0 + 1)] o, (X 0 6)] 0 €2 — [[ao ((1/2)ao + )] o, (X 0 &)] o eg

= ((1/24 apg)e, (X oeg))oes— ((1/24 ap) e, (X oer))oeg

= —(ape, (Xoeg))oea+ (ape, (X oey))oes+ 1/2((X o€g)oey — (X o€)oeg)
(3.22)

)oe2 + (ao o (Xoég)) o €5 +1/2(X o €ser — X o 6266)
Joes+ (apes(X oez))oes — (X oeg)oes

=" —(apge, (X oep)
=  —(age, (X oeg)
que conduz exatamente ao formalismo em [Dix94a]. Portanto, de acordo com as Eqs.(4.4, 4.5), em
geral podemos repetir uma demonstracao semelhante para provar para todo a,b=1,2,...,7 que vale

’(eaoeb)oX:(aooJ (Xoeb))oea—(ozooJ(Xoe_a))oe_b—i—(Xoeb)oea‘ (4.18)

Note que uma demonstracao analoga pode ser feita escolhendo-se e, e e, de maneira que aga,ap. =
—ecepeq, Fq.(4.5), onde (a, b, c) é uma tripla quaternionica, Eq.(3.9).

U
Ao provarmos para u € A(R%") que
eye_u=pepo (le_u)
onde p = (—1)l(¥=1/2 podemos estender o Teorema 18 item (a) para um elemento homogéneo arbitrario
u € Ap(RY7) — Clp,7 tal como se segue:
(eO o u) oX = (pe()(l o ’&)) oX
= pllage, (Xo(le @)))oey—(ape, (X oep))o(le )+ (Xo(le 1)) oe
— p[@Re, (X o(le @) oey—(ape, (X o)) o (Te )]

(4.19)
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De maneira totalmente analoga, provando-se que

e, o u=>Xe,o(le_ 1)

com A = (—1)(ul+ul+2)/2 opde |u| denota o grau de u, se u € AR(R%7) entdo |u| = k, e utilizando-se do
formalismo desenvolvido acima, resumido na Eq.(4.18), é possivel estender o Teorema 18 (b) computando-se
todas as possibilidades para um elemento homogéneo arbitrario u = e;,e;, ...€;, € Ak(R0’7) — Cly7.

(ego, u)o X = (Nego(le u))oX

— A(aoe. (Xo (1o @) oe, ~ (a0s, (X&) o(Te @) + (X o (le i) oe,

= A [(21:’00J (Xo(le u)))oe,— (ape, (Xoéa))o(loLﬂ)}
» Lema 11:

(a) Dados ey € 0 e u=e; e, ...e;, € AL(RY), k=1,2,...,6 entdo

’eooLu:peoo(loLﬁ)‘

onde p = (—1)l(ul=1)/2,

(b) Dadose, € 0 eu=e;e;,...e, € A\y(RY"), k=1,2,...,6 come, & {e;,ei,,..

nao sendo uma H-tripla para e # e, e e, e, € {€;,,€,,...,€;}, entio

ea.Lu:)\eao(l.Lﬁ)‘

onde \ = (_1)(|u\2+|u|+2)/2'

<

Demonstracao: Vide Apéndice D.[]

» Lema 12:

(a) Dados ey € 0 e u=e; e, ...e;, € AL (R®), k=1,2,...,6 entdo

(e0 e u) o (T @) = neg

(4.20)

. 7e’ik} oy {ea7617 em}

(4.21)

onde n = (=)= -1)FE=uh(T=lu)/2 ¢ rj s@o os numeros de Radon-Hurwitz definidos pela se-

guinte tabela

JoULO|1|2|3|4|0]|6|7

ri|ff0| 12238333

e a relacao de recorréncia rjyg =1 + 4.
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(b) Dadose, € O eu=ej;e;,...e, € A\g(ROT), k=1,2,...,6 come, ¢ {e;,,€i,...,€;,} ou{ese,en}

nao sendo uma H-tripla para e; # e, € €, ey, € {€;,,€iy, ..., €}, entdo

(eqo u)o(le u)=Ne, (4.22)

onde A = (—1)(ul*+lul+2)/2.
<
Demonstragao: Vide Apéndice E.[J

» Obs.11: Note que o Lema 12 fornece duas involugoes induzidas por u dentro dos octonions. Denotamos
essas involugoes por

&l(ey) :=(ege_u)o(le @) =nep
4y (€q) == (e, 0 u)o (le_u) = e,

com .l (eg) = ey e *, 1y (€4) = €,.4

Usando-se o item (b) do Lema 12 enunciamos o seguinte resultado que esclarece a passagem entre as
Eqs.(4.32) e (4.33) na demonstragao do resultado principal deste trabalho que é o Teorema 19

» Proposigao 8: Seja Py € Ag(R%7) ® A3(R*7). Dados eq, e, € O, para todo u = e;,e;, . .. e;, € A(RY7)
k=1,2,...,6 temos

(eao ((Pye,ep) s u))o (Lo i) = A(Py e ep)e, (4.23)

onde A\ = (—1)(‘“|2+|u‘+2)/2. <

Demonstragao: Pela Eq.(4.9) Py projeta na componente escalar de e, e consequentemente pelo item (b)
do Lema 12, onde (e, o, u) o (1 o 1) = Ae,, a Eq.(4.23) assegura a propriedade. [

» Obs.12: Note que a parte escalar de Py e, e, é nula, porém mantemos o resultado porque nos serd util
em breve quando iremos generalizar o Teorema 19 para A e B octonions. <«

Outro resultado importante na demonstracao do Teorema 19 é dado pelo lema a seguir

» Lema 13:

(a) Dados ey € 0 e u=e; e, ...e;, € AL(RY), k=1,2,...,6 entdo

(e, eq)o (1o i) =ne| (4.24)

onde 1 = (— 1)1 =m0+ E=luh(T—lu)/2,

(b) Dados e, € Q eu=ej;e;,...e, € \,(R®), k=1,2,...,6 entdo

(4.25)

’(ﬁ e ¢e,)o(le_u)=fe,

onde B = (_1)|ul(|u|+1)/2_
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Demonstragao: Vide Apéndice F.[J

Note que o item (a) dos Lemas 12 e 13 é elaborada para ey € Ag(R%") enquanto que o item (b) para
€, € A1 (R0’7).

» Obs.13: Do Lema 13 temos também duas involugoes induzidas por u nos octonions

e é imediato ver que 22 (eg) = eg e Fuly (€4) = e,.«

» Obs.14: Essas involugoes trazem novas perspectivas na generalizacao da Eq.(3.13) no contexto do
produto-e, pois nos permitem conhecer mais detalhes acerca do Teorema 19 na tentativa de buscar a sua
generalizacao para A e B octonions de posse dos lemas, proposicoes e agora involugbes como ferramentas
necessarias para o trabalho. <«

Portanto, usando os resultados anteriores, (Ao X)o (X o B) = (Ao (Bo X))o X pode ser generalizada
no contexto da algebra de Clifford sobre o espaco tangente em um ponto arbitrario em S7.

» Teorema 19:

(a) Dados ey € O e u=e;e;,...e, € A, (RY), k=1,2,...,6 temos

(ege_u)o(ue, ey =plego(eye u))o(le @) (4.26)

onde p = (—1)l(ul=1)/2,

(b) Dados eg, e, € Q e u=eje;,...e, € A(R®), k=1,2,...,6 temos

(eg e u)o(ue, e)=plego(e,o u))o(le u) (4.27)

onde p = (_1)\u\(IU\*1)/2.

(¢c) Dados eq,ep € 0 e u=eje;,...e;, € Ag(RY), k=1,2,...,6 temos

(eq o u)o(ue ey =2\n—Ne,+ Aego(ege_u))o(le ) (4.28)

onde A = (—1)(uP+Hul+2/2 ¢y — (1)l =riu—2) +HE=lu) (T—ful) /2.

(d) Dados eq,ep € O eu=-e;e;,...e;, € Ag(ROT), k=1,2,...,6 temos

(eqo u)o(ue, e,) =Ae,o(e,o u))o(le u) (4.29)

onde \ = (71)(|u\2+|u|+2)/2'



4. O Teorema Principal 72

Demonstragao:

(a) Primeiramente,

pelo Lema 11 (a) temos que

eye_u=pepo(le_ u)

onde p = (—=1)I(¥=D/2 Na Eq.(4.19),

(eoe u)o X =p (2P e, (X o(le u)))oe—(ape, (X oe))o(le ﬂ)] (4.30)

tome X como o octonion (% e, ey) — sem parte escalar — de maneira a tragar uma analogia com o
produto-u. Entao, para o caso A = ey e B = ey podemos generalizar a Eq.(3.13)

(AoX)o(XoB)=(Ao(BoX))oX

Considerando apenas u = e;,€;, ...€;, € Ag(RO7), k= 1,2,...,6, pois se u € Ag(R%7) ndo terfamos
nada de novo a provar uma vez que (e, ®_u)o (i e, e,) = e, 0e,. A demostracao segue

(epe_u)o(ue, ep)

= p
(4.12)

=" p
(4.11)

= p
(4.15)

="
(4.24)

= p
(4.2)

= p
(4.10)

= p
(4.21)

= p

=

:(QPO o ((ue,ep)o(le @) oey— (ape, ((ue, ey)oey))o(le ﬂ)}

|

:(QPO o ((ue, ep)o(le u)))oey— ((pe. €)oo (ape, (ue, ep)))o(le )

:(2P0 o (e, ep)o(le @) oey— (epo(ape, (as,ep)))o(le )

(Lo 1)

|

:(2P0 o, (e, e0)o(le @) oey— (oo ((ape,en)e u))o

[—

:(2"7P0 e, e9)oeyg—(ego((ae, e)e u))o(le )

:(znpo o, e0)oen— (€00 ((2Py e, ep) e u)) o (Lo @) + (oo (en e u)) o (1e a)}

:(217P0 e ey)oeyg— (2Pye ep)((ege u)o(le u))+ (ego(eye u))o(le ﬂ)}

(2nPy e, ep) oeg— (2Py e, ep)neg + (ego (ege_u)) o (1e &)}

:(277P0 e . ep)oey— (2nPye, ep)oey+ (epo (ege u))o(le ﬁ)}

= plego(ege u))o(le a)

Portanto

(ege_u)o(ue, ey =plego(ege u))o(le )

(b) Pelo Lema 11 (a) temos que

ey e u = pego (le i)

onde p = (—1)l(¥=D/2 Na Eq.(4.19),

(epo. u)o X =p|(2Pye,(Xo(le @)))oey— (e, (Xoey))o(le. ﬂ)] (4.31)
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tome X como o octonion (ue_ep). Entao, para o caso A = ey e B = €, podemos generalizar a Eq.(3.13)

(AoX)o(XoB)=(Ao(BoX))oX

Considerando apenas u = e;, €, ...€;, € Ay(R%7), k=1,2,...,6, temos

(eoe u)o(ue, ep)

=" plepo(epo u))o(le )

= p
(4.12)
= p
(4.11)
= p
(4.15)
= p
(4.25)
= p
(4.2)
= p
(4.10)
= p
(4.21)
= p
(4.9)
Portanto

:(2P0 o ((ue,ep)o(le_w)))oey— (ape, ((ue, ep) 0e€p))o(le 1])

(2Py e, (e, es)0 (e @) o eg — ((ane, e) o (ags, (ie,e;)) o (1o )]

:(QPO o ((ue,ep)o(le w)))oey—(ego(ape,(ue, ep)))o(le. ﬂ)

2Py, (s es) o (1o, @) oeo — (00 ((ag s, es) o u))o (1o )]

|

:(QBPO e e,)oeyg— (ego((2Pye ey) o u))o(le u)+ (ego(e,o u))o(le ﬁ)}

:(Q,BPO e ey)oeg—(ego((ape ep) e u))o(le u)

:(ZﬁPg e e)oeg— (2Pye e)((ege u)o(le @)+ (ego (epe u))o(le, a)}

:(2BP0 e e,)oeyg— (2Pye ep)nep + (ego (ep o u))o(le ﬂ)]

(eoe_u)o(ue, ep) =plego(ey,e u))o(le u)

(c) A partir do Lema 11 (b) temos que

e, 0 u=Xe,o(le u)

onde A = (—1)([u*+lul+2)/2 Na Eq.(4.20),

(exo )0 X =\ |(2Pye, (X o(Le @) oeq— (ape, (X 06,)) o (Le, a)}

tome X como o octonion (u e, €y) a fim de obter um produto andlogo com o produto-u. Entao, para
o caso A =e, e B = ¢y podemos generalizar a Eq.(3.13)

(AoX)o(XoB)=(Ao(BoX))oX
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Considerando apenas u = e;,€;, ...e;, € A(R"7), k=1,2,...,6, temos

(eas u)o (e eo)

= A[@Rye. ((@e e) o (Lo @) oeq—(ape, (e, e0)06,)) o (1o )]
" [@Pye. (e, eo) o (1o @) 0 ea — ((a0s, )0 (ane. (e, en))) o (Lo @)
iy :(2P0 o (e, eq)o(le @) oe,—(eqo(ape, (e, ep))) o (le i)
"2 A[@Pye. ((@e )0 (L ) oeq— (€0 (a0 o) s u))o (To )]
20 X [@nPoe.en) o eq — (eao (a0 e, o) o w) o (1o )]
@2 (20Py e, €0) o€, — (€40 (2P », €0) o u)) o (1o, ) + (e 0 (e o u)) o (1o 1)
(10 :(277130 o, ep)oe, — (2P, ep)((es o u)o (Lo @)+ (€0 (ege, u))o m}
(422) :(277]30 o ep)oe, — (2P e, eg)re, + (€40 (€ 8, u)) o m}
— A :(277P0 o e0)oes— (2\Py e, ep) 0eq + (eq0 (e 8 u))o W}
"\ [2ne00 00— 23¢9 0 €0 + (eq 0 (eo 8, ) o (To. )]
= A :2(17 —A)eq+ (eqo(ege u))o(le ﬂ)]
Portanto

(eq o u)o(ue, ep) =2Xn—Ne,+ ANego(ege_u))o(le u)

(d) O Lema 11 (b) nos diz que
e, o u=Xezo(le u)
onde \ = (—1)(u*+lul+2)/2 Na Eq.(4.20),
(eas u)o X = X|(2Pye, (X o (Lo @) oe,—(age, (X 0&,))o(le @)

tome X como o octonion (u e, ep). Entdo, para o caso A = e, e B = e, podemos generalizar a
Eq.(3.13)

(AoX)o(XoB)=(Ao(BoX))oX
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Considerando apenas u = e;,€;, ...e;, € A(R"7), k=1,2,...,6, temos

Portanto

g

(ea B u) o (’L_L s, eb)

A

A

A

A

Aego(epo u))o(le a)

:(2P0 o ((ue ep)o(le . u)))oe,— (age, ((ue, ep)oe,))o(le u)

(2P0 e, ((ﬂ e, eb) © (1 o ﬂ))) 0€q — ((Oéo e, e_a) © (aU e, (’fL e, eb))) o(le ﬂ’)

(
|
|

(@Pye, (e ep)o (Lo @) oeq—(eqo(age, (e e))o (Lo i)

:(QPO o ((ue,ep)o(le @)))oe,—(eso((age, ) e u))o(le )

:@mﬁg%yqu%o«%.&w%u»q1%m}

:(QBPO e ey)o0e, —(eg0((2Pye ey)e u))o(le u)+ (e,0(epo u))o(le &)}(4.32)

:(Q,BPO e ey)oe, — (2P e ep)((ego u)o(le u))+ (ego(epo u))o(le ﬂ)}

(4.33)

:(2/6’]30 o ey)oe, — (2Py e, ep) e, + (ego(ep o u))o(le ﬂ)}

(eq o u)o(ue, e)=Aego (e, u))o(le u)

» Obs.15: Note que o elemento Py e, e, que aparece nas demonstragoes do Teorema 19 (b) e (d) é nulo.
Isto ocorre devido a projecao do vetor em sua componente escalar ser nula, veja a Eq.(4.10).4

Agora ja temos condigbes de enunciar um resultado que generaliza a Eq.(3.13)

(AoX)o(XoB)=(Ao(BoX))oX

para u € Cly7 homogéneo e simples e A, B € O octonions. Note que, pelo Teorema 19

(Ao u)o(us, B)

(A% + A%,) e_u)o (ue, (B’ + Bley))

+A"Bbp(eg o (e e u))o (Lo @)
+A°B° [2)\(77 —ANeg + Aego(epe u))o(le ﬂ)}
+A%B (e, o (e o, u)) o (Le, @)

onde A%, e Bbe, indicam 22:1 Ale, e ZZ:1 Ble,, respectivamente.
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Se tomarmos A° = A* = B = B® = 1 na equacéo anterior teremos

(As.wo(ae, B) = plego(ens w)o(le @)
+p(ego (ep e u))o(le u)
+2X(n — Neg + Aeg o (eg o, u)) o (1o @)
+A(eqo (e, o u))o(le u)
= 2X(n—Neqg+ ((peo + Aeg) o ((eg +€p) o u)) o (1 e )
<A B

e podemos resumir em

(Ae_u)o(ue, B)=2\(n—ANe,+ (xAo (Be_u))o(le u) (4.34)

As constantes A,n, 8 e p possuem valor £1 de acordo com o grau do elemento homogéneo u. Veja a
tabela abaixo

constantes\k | 1 2 3 4 5 6

A +1 41 -1 -1 +1 +1
n +1 -1 41 +1 -1 -1
—1 -1 +1 +1 -1 -1
p +1 -1 -1 +1 +1 -1

Tabela 4.1: Valores das principais constantes utilizadas.
Da Eq.(4.34) observa-se de imediato a aparigdo de uma patologia, 2A(n — \)e,, identificada no item (c)

do Teorema 19. Entretanto, estudando o valor das constantes A e 17 de acordo com a Tabela 4.1 encontramos
o valor de A(n — \) para cada k =1,2,...,6

constante\ k ‘ 12 3 4 5 6

An-N [0 -2 -2 -2 -2 2

Entao podemos reescrever a Eq.(4.34) com o seguinte resultado

> Coroldrio 2: Dados A = A%, + A%, e B = B + B’ octonions com A’ = A* = B = B =1
entao

(a) Se u € Ay(R™7)

(A.LU)O(E‘JB):(*AO(B.LU))O(l.Lﬁ)

(b) Se u € Aj(RYT), j=2,3,...,6 entdo

(Ae_u)o(ue, B)=—4e,+ (xAo (Be_u))o(le_u)

onde xA = pey + \e,.
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O Teorema 19 nos revela que a expressao (1 e_ ) é percebida pelo fibrado exterior ao mesmo tempo que
no fibrado tangente passa despercebida. De fato, fazendo u = X nos itens (a), (b), (c¢) e (d) obtemos

(ego X)o(Xoep) =(ego(epoX))oX
(epoX)o(Xoey) = (epo(epoX))oX
(ea0X)o(Xoep) =(es0(egoX))oX
(a0 X) o (X 00) = (g 0 (@0 X)) 0 X

que sd@o casos particulares da Eq.(3.13) devida a Dixon.

Avaliando quais sdo as mudancas de sinais sentidas por um octonion arbitrario perpassando pelo processo
descrito ao longo do Capitulo 4, incluindo o automorfismo e os anti-automorfismos contidos nos Lemas 11,
12 e 13, apresentamos de forma resumida a generalizagdo que obtivemos para a Eq.(3.13), a saber

(AoX)o(XoB)=(Ao(BoX))oX,

para multivetores de Clifford homogéneos no Corolario 2. Note que para u = X temos simplesmente a
Eq.(3.13). Este resultado nos permite vislumbrar novos horizontes e chegar a lugares inexplorados. Como
proposta de trabalho podemos nos perguntar se existe uma expressao semelhante com a que obtivemos para
a outra equacao em 3.13,

(AoX)o(XoB)=Xo((XoA)oB).
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Assim como as fibragoes de Hopf podem ser obtidas como uma aplicagdo do produto-X [Dix94a], um
trabalho natural deveria ser a verificacao do significado geométrico — no contexto das fibracoes de Hopf
— de produtos particulares como e, o, €. O formalismo aqui apresentado poderd fazer — por exemplo —
a fibracdo de Hopf S3---S7 — S% e a torcao paralelizavel sobre S7 que surge a partir da deformacio do
produto octonionico. O parametro Aox B = (Ao X)o (X o B) = X o ((X o A) o B) é duas vezes a torcao
paralelizdvel [Roo84] cujos componentes sdo dados por T;;x(X) = [(€;0 X) o (X oe;)] o ey, que é exatamente
o produto-X entre €; e e; [Ced95, Dix94a, Beg88, Roo84]. A questdo para o anilogo & estrutura acima, da
forma (Ao (Be_u))e_u parau € Clyr, A, B € O, é de permitir extensoes nao-triviais [Sch59] mas que até
o0 momento permanecem em aberto.

As dificuldades naturais em calcular produtos nao-associativos sao contornadas quando esses produtos
podem ser incorporados na estrutura multivetorial da algebra de Clifford. Essa é uma propriedade forte
remanescente do pressuposto que tem-se definido uma extensao do produto octonionico de maneira a incluir
também produtos nao-associativos entre octonions e multivetores de Clifford, e também entre multivetores
de Clifford. Por meio do produto-®, todo nimero arbitrario de produtos octonionicos subsequenciais sao
considerados como o produto-® envolvendo multivetores de Clifford associado com o produto octonionico
subsequencial definido nas Eqs.(3.21,3.22,3.32). O ntmero arbitrario de produtos octonionicos pode ser
compilado num unico produto — o produto-® — e sua estrutura multivetorial de Clifford associada.

Quando lidamos com multivetores simples e homogéneos em C/g 7, a estrutura nao-associativa relaci-
onada aos produtos octonionicos subsequenciais entre as unidades octonionicas pode ser considerada na
estrututura anticomutativa da dlgebra exterior subjacente A(R%7) — Cly7. Nao é uma tarefa simples con-
siderar produtos nao-associativos inversos. Por exemplo, dado oy = %(—3 + eqereg + esejer + egeseq +
eresey + ejeqe3 + esesey + esege;) [Dix94al, é possivel mostrar que

—(eqgoep) o X =—(ape, (Xoep))oe,+ (ape, (Xoe,))oe,—(Xoey)oe,, VX eO.

As agbes a esquerda introduzidas em [Dix94a] podem ser completamente descritas no formalismo do produto-
e, j4 que mostram explicitamente o manifesto cardter da algebra exterior no carater da agdo subsequente
a esquerda. Formalizamos completamente a estrutura introduzida em [Dix94a, Ced95] numa plataforma
robusta fornecida pelo fibrado de Clifford sobre S7. A possibilidade de efetuarmos produtos nao-associativos
entre multivetores arbitrarios de Cfp 7 surge naturalmente em nosso formalismo que completa [RV06al, e
também generaliza o formalismo introduzido em [Dix94al, com relagao ao produto-X original.

Os autores em [RV06a] introduziram a algebra octonionica na arena da algebra de Clifford e lidaram com
produtos nao-associativos, primeiramente introduzidos por Dixon [Dix94a] com os produtos-X e XY entre
octonions e os produtos-u, -e, e -® com um octonion e um multivetor de Clifford, e entre multivetores de
Clifford. Nessa dissertagao esses produtos sao generalizados com respeito a dire¢ao, onde mais possibilidades
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de se fazer o produto aparecem e uma lista completa delas é exibida. Além disso, trés lemas importantes
em relagao ao produto-e sdo mostrados, e uma generalizagao para os produtos nao-associativos é fornecida,
usando ambos os produtos-u e -e. Tais lemas sdo o germem para a extensao da Eq(3.13) no sentido de
englobar um elemento u € Cly 7 arbitrario ao invés de X € R @ R%". Apesar do Exemplo 10 afirmar que
uma substitui¢ao ingénua de X € O por u € Cly7 nao vale em geral, obtemos as seguintes expressoes no
Teorema 19

(eoe u)o(ue,e0) = plego(ege u))o(le )
(eoe u)o(ue ) = plego(epe u))o(le @)
(eaw u)o(ae, e)) = 2A\(n—Aeq+ Ales o (ego u))o (Lo @)
(eae u)o(ae,e) = Aego(epo u))o(le @)

paraeg,eq, €, € Oeu =e; €, . € Ap(ROT), k=1,2,...,6,onde p = (—1)ll(ul=1/2 \ — (—1)(ul*+]ul+2)/2
en = (=D =r-)+E=lu )7 ‘”|§/ . E finalmente, munido desses resultados chegamos a expressao mais
geral, no sentido de que assume as entradas como sendo octocions e multivetores de Clifford homogéneos.

O Corolario 2 apresenta nosso resultado que generaliza a Eq.(3.13) posta somente para octonions.
Dados A = A% + A%, ¢ B = B + Bbe;, octonions com A? = A% = BY = Bb = 1 entdo:

e Seu € A (ROT)

(Ae_u)o(ue, B)=(xAo(Be_ u))o(le u)

e Seu e Aj(RY7), j=2,3,...,6 entdo

(Ae_u)o(ue, B)=—4e,+ (xAo (Be_u))o(le_u)

onde xA = peg + \e,.

Este resultado nos indica que existiam muito mais informagoes a respeito da Eq.(3.13) do que poderfamos
imaginar. Isto é reflexo de uma exploragdo mais profunda sobre o tema. Percebemos o quao importante
foi trabalhar com o fibrado exterior e de Clifford ao invés de contentar-nos com as abordagens feitas com o
fibrado tangente. Esperamos que essas descobertas possam nos trazer a luz novas descobertas e que possam
nos ajudar a compreender melhor os fendmenos descritos por tais equagoes.
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O referencial {e, o X}

Este Apéndice tem por objetivo verificar que os vetores e, o X sao ortogonais a X pela definicao do
produto escalar octonionico, além disso, mostramos que a agao dos bivetores em um octonion arbitrario

A

também é ortogonal a X € Q.

Como X € O nao toma uma unidade priviligiada, sem perda de generalidade defina e, = e, uma vez

que o processo é similar para todo e,, a = 1,2,...,7, deve-se verificar que (e, o X, X) = 0.

<610X,X> =

Agora, serd mostrado que (eqep o, X, X) = 0. Novamente, sem perda de generalidade, escolhendo e;ey

l/2[(elTX) o X+ Xo (e1 0 X)]

1/2[(_Xoel .G X2€6 — X3€4 +X493 — X5e7 + X6e2 + X7e5) o
(X 4+ X'e; + X%es + X3e3 + X'es + XOes + XOes + X'er) +

(X" - X'le; — X%ey — X3e3 — X%ey — X%e5 — X5 — X'er) 0
(Xoel — Xty X2e6 + X364 — X4e3 + X5e7 — X692 — X7e5)]

1/2[—(X%)%e; + XX — XOX2%e5 — X X3y + X" X%e3 — XX ; + X X0y + X0 X7e;5

—X1X0 - (Xh2%e; — X1 X%y — X1 X3e3 — X' X1ey — X1 X%5 — X' X0 — X1 X7e;
—X?X%6 — X2X'e; + (X?)2%e; — X2X3e5 + X2 Xer + X% X%e3 + X2X6 — X2XTe,
—X3X%, — X3X'es + X3X%e5 + (X3)%e; + X3X*1 — X3X5y — X3X%; + X3X e
+X4X%;3 — X4X'ley — X4 X%e; — X4X3 + (X*)2%e; + X4 X%e5 — XX 05 + X X ey
—X°X%; — X°X'les — X5X%e3 + X5 X3y — X°Xeg + (X°)%e; + X° X0y + X5X7
+XX%; — X6X'eg — XOX? + XOX3e; + X0 X%e5 — XOX%ey + (X0)%e; — XOXTes
+X"X%;5 - X" X'e; + X" X%y — X" X3 — X" X%y — X'X5 + X" X035 + (X7)%e;
+(X%2%e; — XOXT + XX%e5 + X'X3ey — XX %e3 + X' X%e; — XXy — X0X7e;
+X1X0 4 (X1 %e; + X' X %er + X! X33 + X' Xey + X' X5 + X' XOes + X' X7e;
+X2X%6 + X2X1e; — (X?)%e; — X?X%e5 + X?X'er + X2 X3 — X2X0 — X?X ey
+X3X%, + X3X es + X3X%e5 — (X3)%e; — X2X1 — X3X%ey — X3 X%r + X3 X "¢
—X*X%;3 + X' X'tey — X1 X%e; + X1X3 — (X1)?e; + X1 X% — X X0e5 + X1X e,
+X°X%; + X5X1es — XPX%e3 + X5 X3y — X7 X1eg — (X°)%e; + X5 X0ey — X°XT
—X%X%; + X6Xteg + XOX? + X6X3e; + X0 X%e5 — X6 X5y — (X6)%e; — X6X ey
—X"X%;5 + X"X'er + X" X%y — X" X35 — X X%y + X'X° + X" XC3 — (XT)2e]
0.
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vem:

(e1es 0, X, X)

1/2[(ejes e, X)o X + X o (ejex e, X))

1/2[(— X% — X'eg + X%e; + X3e5 — X'er — X%3 — X6+ X7ey) o
(X°+ X'e; + X%y + X33+ X'ey + XOes5 + XOeg + X'e7) +

(X° - X'e; — X%y — X33 — X'ey — X5 — XOe5 — XTer) 0
(X% + X'ey — X%e; — X3e5 + X'er + XOe3 — X0 — XTey)]

1/2(—(X%)%e — X°X1ey + XVX%e; — XOX3e5 + XX %e; + X0 X3+ XOX6 — X0X e,

— X1 X% + (X1)%es + X' X2 — X1 X3e; — X1 X%e5 + X' X%y — X' X0 + X1 X e3
+X%2X%; — X2X1 4 (X?)%eg + X2 X3¢y — X2 XYe3 + X?X%e; — X? X0y — X2 X e
+X3X%;5 — X3X'e; + X3X%ey — (X3)%es — X2 X ey — X3X5 + X3X %3 + X3X ey
—X*X%; — X*X'es — X*X%e3 — X' X3y — (X*)2%e6 4+ X X%e; + X1X0ey + X1X7
~X5X%;3 + X°X'es + X°X%er + X°X3 — X°X1e; — (X%)%e6 4+ X5 X0e5 — X5X ey
~X0x0% — x6xle; — X0XZ%e; — X6X3e3 — X0 X%ey — X6 X5 — (X6)%e5 — X6XTe;
+ X" X% + X" Xles — X" X%e5 — X" X3e; — X' X'+ X" X%ey + X" X0e7 — (X7)?eq
+(X%2%e6 + XX tes — XOX%e; — XOX3e5 + XX %e; + XOXPe3 — XOX6 — X0X ey
+X1X%; — (X1 2%e5 — X1 X%+ X' X3e; + X1 X%e5 — X1 X%y + X1 X% — X' XTe;
—X2X%; + X2X! — (X?)2%e5 — X?X3ey + X?Xte3 — X2 X7 + X2 X0y + X2 X e5
+X3X%;5 + X3X'e; — X3X%ey + (X3)%es — X3 X%ep + X3X5 + X3 X035 + X3X ey
—X*X%; 4+ X' X'es + X1 X%e3 + X1 X3ey + (Xh)2%e5 + X1 X% + X X0y — X1X7
—X%X%;3 — X°X'ey — X°X%e; — XOX3 — X°X'e; 4 (X%)%es + X° X035 — X5 X e,
+X°X% 4+ X%X'e; + X0X%ey — X0X3e3 — X0X%e; — XOX%e5 + (X%)%es — X0 X er
+X" X%y — X" X'e3 + X" X%e5 — X" X3 + XX+ X" X%y + X" XOe7 + (X7)%es)
0.
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Neste Apéndice veremos a demonstracao completa do Lema 6.

» Lema 6: Para todo a=0,1,2,...,7 e para todo X € QO com X® € R tem-se

P,e X = X%,

<

Demonstragao:

8Pye, X = (14 e+ €517+ €p21 + €732 + €143 + €254 + €365)

o (X4 X'te; + X%y + X3e3+ X'ey + X5 + X0+ X7ey)

= +X%+ X'le; + X%y + X3e3+ X%y + X%e5 + X%e5 + X er
+X%— X'e; — X%y — X33+ X%y — X%e5 + X%+ X er
+ X%+ Xle; — X2%ey — X3e3 — X'ey + X%e5 — XOe5+ X'er
+X9%+ X'le; + X%ey — X3e3 — X%ey — X%e5 + XOes — X7er
+X%— X'e; + X%y + X3e3 — X%ey — X%e5 — X%+ X er
+ X9+ X'le; — X%ey + X3e3 + X'y — X%e5 — XOes — X7er
+X% - X'e; + X%ey — X3e3 + X%ey + X%e5 — X4 — X7er
+X0— X'le; — X2%es + X3e3 — X'ey + X%e5 + X0e5 — X7er

= 8Xx°

8Pre, X = (1—eqyr6+ €517+ €p21 — €732 + €143 — €254 — €365)

o (X4 X'te; 4+ X%y + X3e3 4+ X'ey + X5 + X0+ X7er)

= +X%4+ X'le; + X2%ey + X33 + X'es + X%e5 + XOe5 + X e
— X%+ X'le; + X%ey + X3e3 — X'ey + X%e5 — XOe5 — X'e;
+X% 4+ X'ep — X%y — X33 — X'es + X%e5 — X%es + Xer
+X% 4+ X'e + X%y — X3e3 — X%ey — X%e5 + X%¢5 — X e7
X%+ X'le; — X%ey — X33+ X'es + X5 + X%es — X7er
+ X%+ X'le; — X%ey + X3e3 + X%y — X%e5 — XOes — X7er
— X%+ X'e; — X%ey + X33 — X'ey — X5 + X%e5 + X"er
X%+ X'le; + X%ey — X33+ X%ey — X%e5 — X%es+ X7er

= 8X'e;

(B.1)
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8Py, X = (1—eyr5—es17+ €21 + €732 — €143 + €254 — €365)

o (X4 Xlte; + X%y 4+ X3e3 4+ X'ey + X5 + X0+ X'er)

= +X"4+ X'le; + X2%ey + X33 + X'es + X5 + XOe5 + X er
— X%+ X'e; + X%ey + X33 — Xley + X%e5 — X4 — X7er
X% — X'le; + X%ey + X33+ Xley — X5 + XC%es — X'er
+X9+ X'le; + X%ey — X3e3 — X%ey — X5 + X%es — X7er
+X% - X'e; + X%ey + X3e3 — X%y — X%e5 — X%es+ X7er
—X%— X'e; + X2%ey — X33 — X'ey + X5 + XOe5 + X"er
+X%— X'le; + X%y — X33 + X'ey + X%e5 — XOe5 — X7er
—X%4+ X'e; 4+ X%ey — X3e3 + X'ey — XPe5 — XOe5 + X7er

= 8X2ey

8P3e, X = (1—e4y5—es517—e€p21 + €732 + €143 — €254 + €365)

oJ(X0 + Xle; + X%y + X3e3 + Xiey + XPes5 + XOeg + X7e7)

= +X%4+ X'le; + X%y + X3e3 4+ X'ey + XPes5 + XOeg + X'er
X4 X'le; + X2%ey + X33 — Xey + X%e5 — XCeg — X7e7
—X%— X'e; 4+ X%ey + X33 + X'ey — X%e5 + X%e5 — X7er;
X%~ X'e; — X%y + X33+ X'ey + X%e5 — X%es+ X7er
+X%— X'le; + X2%es + X3e3 — X'ey — X%e5 — XOe5 + X7er
+ X%+ X'le; — X2%es + X33 + X'ey — X%e5 — X0e5 — X7er
— X4 X'le; — X%y + X33 — X'ey — XPe5 4+ XCes + X er
+X%— X'e; — X%y + X3e3 — X%y + X%e5 + X%e5 — Xer

= 8X3ey

8Pye, X = (14 eqr5— €517 — €621 — €732 + €143 + €254 — €365)

oJ(X0 + Xle; + X%y + X3e3 + X'ey + XPes5 + XOeg + X7e7)

= +X%+ X'le; + X% + X3e3 + Xtey + XPe5 + XCes + X ey
+X%— X'le; — X%ey — X33+ X%y — X5 + X%es 4+ X'er
—X%— X'e; + X%ey + X33+ X'ey — X%e5 + X%es — X'er
—X%— X'le; — X%ey + X33+ X%ey + X%e5 — XOes+ X'er
—X%4+ X'e; — X2%ey — X3e3 + Xey + X5 + XOe5 — X7er;
+X% 4+ X'e; — X%y + X33+ X%ey — X%e5 — X%5 — Xer
+X%— X'e; + X%y — X33+ X%y + X%e5 — X%e5 — Xer
—X%4+ X'le; + X%ey — X3e3 + X'ey — XPe5 — XOe5 + X'er

= 8X’ey
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8Pse, X = (1—eyr6+es517— €21 — €732 — €143 + €254 + €365)

o (X4 Xlte; + X%y 4+ X3e3 4+ X'ey + X5 + X0+ X'er)

= +X"4+ X'le; + X2%ey + X33 + X'es + X5 + XOe5 + X er
— X%+ X'e; + X%ey + X33 — Xley + X%e5 — X4 — X7er
+ X%+ Xle; — X2%ey — X3e3 — X'ey + X%e5 — XOe5+ X'er
X%~ X'e; — X%y + X33+ X'es + X%e5 — XOes + X'er
X%+ X'le; — X%ey — X33+ X'ey + X5 + X%es — X'er
X%~ X'e; + X%ey — X33 — X%ey + X5 + X%+ X er
+X%— X'le; + X%y — X33 + X'ey + X%e5 — XOe5 — X7er
+X%— X'le; — X%y + X33 — X'ey + X%e5 + XOe5 — X7er

= 8X°e;

8P; e, X = (14 eqr5— €517+ €21 — €732 — €143 — €254 + €365)

oJ(X0 + Xle; + X%y + X3e3 + Xiey + XPes5 + XOeg + X7e7)

= +X%4+ X'le; + X%y + X3e3 4+ X'ey + XPes5 + XOeg + X'er
+X%— X'e; — X%ey — X3e3 + X%ey — X%e5 + X%es + X7er
—X%— X'e; 4+ X%ey + X33 + X'ey — X%e5 + X%e5 — X7er;
+X%+ X'le; + X%ey — X3e3 — X%ey — X%e5 + XOes — X7er
— X%+ X'e; — X%ey — X3e3 + X'ey + X5 + XOe5 — X7er
X%~ X'e; + X2%ey — X33 — X'ey + X5 + XO¢5 + X"er
— X4 X'le; — X%y + X33 — X'ey — XPe5 4+ XCes + X er
+X%— X'e; — X%y + X3e3 — X%y + X%e5 + X%e5 — Xer

= 8X%eq

8Pre, X = (14 e+ €517 — €621 + €732 — €143 — €254 — €365)

oJ(X0 + Xle; + X%y + X3e3 + X'ey + XPes5 + XOeg + X7e7)

= +X%+ X'le; + X% + X3e3 + Xtey + XPe5 + XCes + X ey
+X%— X'le; — X%ey — X33+ X%y — X5 + X%es 4+ X'er
+X%+ X'le; — X%ey — X3e3 — X?ey + X%e5 — X%es 4+ X7er
—X%— X'le; — X%ey + X33+ X%ey + X%e5 — XOes+ X'er
+X%— X'le; + X%y + X33 — X'ey — X%e5 — XOe5 + X7er
X% X'e; + X%y — X33 — X'ey + XPe5 + XCes + X er
— X%+ X'e; — X%y + X3e3 — Xey — XPe5 4+ XCes + X er
—X%4+ X'le; + X%ey — X3e3 + X'ey — XPe5 — XOe5 + X'er

= 8X'e;

Portanto, segue-se o resultado P, e, X = X%¢,. [J
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» Lema 10: Seja oy € Ag(R®") @ A3(R%7) — como definido na Eq.(4.2) — com a € {1,...,7}.
Entao, para todo X € O temos

a e, (Xoe,)=Xoe, (C.1)

<

Demonstragao: Pela defini¢ao de a, na Eq.(4.2) temos

(2P, —1) e, (X 0e,)

= (2P, —1) e, (X" + X'e; + X%y + X3e3 + X'ey + X’e5 + XOs 4+ Xer) 0 €,)

= 2P e, (X%, + X'ej 06, + X%ey06, + X3e306, + Xes06, + X%e5 06, + X0eg 06, + XTer06,)
—(Xoe_a + X'lejoe, + X%ey0€, + X3e306, + Xtes06, + X506, + X%eg0€, +X7e7oe_a)

(a) Sea=1
(2P1—1) o (Xoe_l):2X0e_1—Xoe_l—Xleloe_l—X2e20e_1—X3e30e_1—X4e4061
—X%506; — X006 — Xe;o06; = X o6

(b) Sea=2
(2P, —1)e, (X o&) =2X"; — X%, — Xlej o6y — X%es06;, — X3e306; — Xlegoe
—X5e5oe‘2—X6eﬁoe_2—X7e7oe_2:Xoe_g

(c) Sea=3
(2P3—1) . (Xoe_g,):2X0e_3—Xoég—Xleloe_g—X2ego€3—X3ego€3—X4e4o€3
—X5€5O€3—X666063—X7e7063:XO€3

(d) Sea=4
(2P4—1) . (Xoé4):2Xoé4—XOé4—X1e1oé4—X2egoé4—X3ego€4—X4e4Oé4
—X5e5oé4—XGeﬁoé4—X7e7oé4:Xoé4

(e) Sea=5

<2P5 — 1) . (Xoé5) = 2Xoé5 — Xoé5 —X161 oexs — X262 o ep —X3€3 o e; —X4e4 o ej

—X5e5oé5—X6eﬁoé5—X7e7oé5 :Xoé5
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(f) Sea=6
(2P6 — 1) o (XOG%) = 2X066 — Xoéﬁ —X161 oeg — X282 o €eg —X383 o €eg —X4e4 o €eg
—X5€5Oé6 —X6€6Oé6 —X7e7oég = Xoég
(g) Sea="T7
(2P7 — 1) o (Xoe}) = 2X0e_7 — Xoé7 —Xlel oey — X292 oery —X383 oey —X4e4 oer
—X%e5067 — Xbeg067 — X'es067 =X o6y
Portanto,

(2P, —1)e, (Xoe,) =Xoe, = aze, (Xoeg)=Xoeg,
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» Lema 11:

(a) Dados ey € O e u = e e;,...e;, € A (R®), k=1,2,...,6 entdo

leg e u=pego(le i) (D.1)
onde p = (—1)lul(ul=1)/2
(b) Dadose, € O eu=e;e;,...e, € Ag(ROT), k=1,2,...,6 come, ¢ {e;,ei,...,e;,} ou{ese,en}
nao sendo uma H-tripla para e # e, € e, ey € {€;,,€,,...,€i}, entdo
’ea o u=2>ezo (le_ u) ‘ (D.2)

com A = (=1)(W*Hul+2/2 opde |u| denota o grau de u, se u € AR(R™7) entdo |u| = k.

<

Demonstragao:
(a) 0) Para u =ey € Ag(RO)
epe.u = eye e =¢po(loey) =epo(le @)
1) Para u = e, € A1 (R%7)
epe, u = eye_e,=¢epo(loey) =ego(le u)
2) Para u = ep, € Ao(R*7)
epe. u = eye €,.=(egoey)oe.=epo(e,oe.) =epo(le ey)=—ego(le_u)
3) Para u = epq € A3(R%7T)

epe u = ey ey = ((egoey)oe.)oe;=(ego(eyoe.))oey

= epo((epoec)oeq) =epo(le eyy) =—epo(le a)
4) Para u = €hedf € A4(R0’7)

epe. u = epe ey = (((epoey)oe.)oeq)oer=((ego(eyoe.))oeq)oes
= (ego((epoe.)oeq))oer=epo(((epoe.)oeq)oer)=-ego (1o epq)
= epo(le u)
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5) Para u = epqry € As(R™T)

epe u = epe eyirg = ((((enoep)oe)oeq)oer)oe;, = (((ego(epoec))oey)oer)oe,
= ((epo((epoec)oeq))oer)oe, = (ego(((epoe.)oeq)oer))oe,

= €po° ((((eb o ec) o ed) o ef) o} eg) =€) o (1 L ebcdfg) = €po° (1 L 11)
6) Para u = epegrgn € Ag(ROT)

€O U = €)®_ E€pdfgh = (((((egcep) oec) oeq) o ef) © eg) oep
= ((((ego(epoec))oeq)oes)oeg)oe, = (((eno((esoec)oeq))oer)oeg)oey,
= ((epo(((epoec)oeg)oer))oey)oe, = (ego((((epoec)oeq)oer)oey))oey,
= epo(((((epoec)oeq)oer)oey)oen) =epo(le epdrgn) = —€po (le u)

7) Para u = epedrgnj € A7 (ROT)

epe. u = epe epdgni = (((((epoep)oec)oeq)oer)oey)oey)oe;

= (((((eno(epoec))oeq)oer)oey) oey)oe;
= ((((epo((epoec)oeq))oer)oeg)oey)oe;
= (((eoo(((evoec)oeq)oef))oeg)oe,)oe;
= ((eoo((((epoec)oeq)oer)oey))oe)oe;
= (ego(((((epoec)oeq)oer)oey)oey))oe,
= epo((((((epoec)oeq)oer)oey)oep)oe;)
= epo(le epqrgnj) = —€oo(le 1)

Portanto
ey e u=pego (le_u)
onde p = (—1)I(¥=1/2 que é 0 mesmo sinal da reversio.
(b)  0) Quando u = ey € Ag(R>7) segue-se que:
e, € = e,o0ey=¢ez0(loey) =e,o(le u)

1) Quando u = e, € A1 (R%7) segue que:
(i) a #b:
eo U = e;e € =e.0(loey)=e,o(le i)
(ii) a =10:
e, o u = e,o €e,=¢€,0€e,=¢€,0(loe,) =e,o(le_1u)

2) Quando u = ey € Ay(R%7) segue que:
(i) a ¢ {b,c}, e (abc) nao é uma H-tripla:

e.0 u = e,o €= (e,0ep)o0e.=—e,0(epoe.)=—e,o(le ey)=e,o(le @)
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(ii) a € {b,c} ou (abc) é uma H-tripla. Sem perda de generalidade considere a = b:

€O U = €,0 € —=€,0 €4c = (eaoea)oec =€40 (eaoec)
= ezo(le eu)=—e,0(le_u) (D.3)

3) Quando u = epy € A3(R%7), segue que:
(i) a ¢ {b,c,d}, e (ijk) ndo é uma H-tripla onde 4, j, k € {a,b,c,d}:

e, U = €,0 €= ((egoep)oe)oes=—(e,0(epo0ec))oey

= ego((epoec)oeq) =eqo(le eyg)=—e,o(le 1)
(ii) a € {b,c,d} ou (abc) é uma H-tripla. Sem perda de generalidade considere a = b:

€, 0 U = €,0 €4 =¢€,0 €= ((eg0e,)o0e.)oe;=(e,0(egoe.))oey
= —ego((egoec)oey) =—e,0(le e,q) =ezo0(le 1)
(iii) (ijk) é uma H-tripla onde 4, j,k € {a,b,c,d} e (ijk) # (abc). Vamos supor que (abd) é uma
H-tripla:
€ U = €9 €yq=((eqoey)oec)oeq=—(es0(ey0ec))oeq

= €40 ((eb o ec) o ed) = ea(l L8 ebcd) = —€40 (1 L8 ﬂ)

4) Quando u = epqr € A4(R®T), segue que:
(i) a ¢ {b,c,d, f}, e (ijk) ndo é uma H-tripla onde 4, j, k € {a,b,c,d, f}:

eco U = ege ey = (((eacep)oec)oeq)oer=—((eao(epoec))oeq)oey
= (eqo((epoec)oeg))oer=—e,o(((epoec)oeq)oer) =—eqo (1o epq)

= —egzo(le_ u)
(ii) a € {b,c,d, f} ou (abc) é uma H-tripla. Sem perda de generalidade considere a = b:

€ U = €,8 €y =€, € g = (((e,0eq)0e.)0eq)oey
= ((eqo(eqoec))oeq)o €r = —(eqo((eqoec)oey))o €r
= e,0(((eqoec)oeg)oer) =e,o0(le eqq) =e€,0(le @) (D.4)

(iii) (ijk) é uma H-tripla onde i,j,k € {a,b,c,d, f} e (ijk) # (abc). Vamos supor que (abd) é
uma H-tripla:

€0 U = ez ey = (((egoep)oec)oeg)oer=—((ego(epoer))oeq)oeyr

= (eqo((epoec)oeq))oer=—eso(((epoec)oeq)oer)=—eqo (1o epq)

= —e,o(le u)

5) Quando u = epeqpg € As(R%7), segue que:
(i) a & {b,c,d, f,g}, e (ijk) ndo é uma H-tripla onde i, j, k € {a,b,c,d, f,g}:

€, O U = €3O Cucifg = ((((ea © eb) © eC) ° ed) 0 ef) © €y
—(((eao(epoec))oeq)oer)oey = ((eao((eyoec)oeq))oer)oe,
—(ea o (((evoec)oeq)oer))oey =eqo((((epoec)oeq)oer)oe)

= €40 (1 o ebcdfg) = €40 (1 L8 71)
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(ii)) a € {b,c,d, f,g} ou (abc) é uma H-tripla. Sem perda de generalidade, considere a = b:

€,8 U = €;® €hdfgh = €q® €acdfgh = ((((€a0€s)0ec.)oeg)oey)oe,
= (((eqo(eqoec))oeg)oer)oe; =—((eqo((eqoec)oeq))oer)oe,
= (eqo(((eaoec)oeq)o ef)) O0€y = —€40 ((((egoec)oeq)o ef) o eg)
= —€40 (1 LR eacdfgh) = —€4 0 (1 LR ﬂ)

(iii) (ijk) é uma H-tripla onde 4,7,k € {a,b,c,d, f,g} e (ijk) # (abc). Vamos supor que (abd) é
uma H-tripla:

e, o u = e;o ey = ((((esoey)oe.)oes)oeyr)oe,
= —(((eqo(epoec))oeg)oef)oe, = ((ego((epoe.)oeq))oes)oe,
= —(eqo(((epoec)oeg)oeyr))oe, =e,o((((epoe.)oeq)cer)oey)
= ego(le_epqy) =eqo(le u)

(iv) (ijk) e (Imn) sao H-triplas onde i, j, k,l,m,n € {a,b,c,d, f, g}, {i,5,k} # {l,m,n} e (ijk) #
(abc). Vamos supor que (abd) e (cfg) sao H-triplas:

€, O U = €4 O Cucdfg = ((((ea © eb) © ec) © ed) 0 ef) ©€y
—(((eao(epoec))oeq)oer)oey = ((eqo((eyoec)oeq))oer)oe,
—(eqao (((epoec)oeq)oer))oeg=eqo((((epoec)oeq)oer)oey)

= €40 (1 LR ebcdfg) = €40 (1 L8 ﬂ)

6) Quando u = epegrgn € As(RY7), segue que:
(i) a ¢ {b,c,d, f,g,h}, e (ijk) e (Imn) ndo sao H-triplas onde i, j, k,l,m,n € {a,b,c,d, f,g,h} e
{i,5,k} # {l,m,n}:

s u = €50 epgrgn = (((((eaoep) o) oeg)oer)oey)oey
= —((((eqo(epoec))oeq)oer)oeg)oe, = (((eso((epoec)oeq))oer)oey)oey,
= —((eao(((epoec)oeq)oeyr))oey)oe, = (e,o((((epoec)oeq)oer)oey))oey,
) €q

= —ego(((((epoec)oeq)oer)oey)oer) =—e o (le epqgrgn) =€q0 (1o @)

(i) a € {b,c,d, f,g,h} ou (abc) é uma H-tripla. Sem perda de generalidade, considere a = b:

€, 8 U = €49 €pifgh = €a O €acdfgh = (((((ea0e€q)0ec)oeq)oer)oey)oey,
= ((((eqo(eqoec))oeg)oef)oey)oe, =—(((eqo((eacec)oeq))oer)oey)oey
= ((eqo(((eqoec)oeg)oeyr))oeg)oe, =—(e,o((((eqoe.)oeq)oer)oey))oey
= e,0(((((eqoec)oeg)oer)oey)oen) =eq0 (1o €qqrgh) = —€q0 (1o @)

(iii) (ijk) é uma H-tripla onde i, j,k € {a,b,c,d, f,g,h} e (ijk) # (abc). Vamos supor que (abd)
é uma H-tripla:

€0 U = €9 eirgh = (((((ea0ep)oec)oeg)oer)oey)oey,
—((((ea o (epoec))oeg)oer)oeg)oe, = (((eso((eroec)oeq))oer)oeg)oey
= —((eqo(((epoec)oeq)oeyr))oey)oe, = (e,o((((epoec)oeq)oer)oey))oey,
)

—€q © (((((eb ©€c)o ) © ef) 0 eg) o eh) = —€40° (1 L1 ebcdfgh) =€40 (1 o ﬂ)

€d
€4
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(iv) (ijk) e (Imn) sao H-triplas onde i,j,k,l,m,n € {a,b,c,d, f,g,h}, {i,5,k} # {l,m,n} e
(1jk) # (abc). Vamos supor que (abd) e (cfg) sao H-triplas:

e.o u = e, eydgn = (((((ea0ep)0e)oeq)oer)oey)oey
= ((((eqo(epoec))oeq)oer)oey)oe, =—(((eqo((epoe.)oey))oer)oey) ey,
= ((eqo(((epoec)oeq)oer))oey)oe,=—(e,o((((epoe.)oeys)oer)oey)) ey,
= eo(((((epoec)oeg)oer)oey)oey) =eqo (1o epgrgn) = —€q0 (1o 1)

Assim, em geral
e, U= (—1)(|“‘2+|u|+2)/2ea o(1le_u)

Na hipétese acima u € A(R%") ndo precisa ser homogéneo. Por exemplo, tomando as Eqgs.(D.3)
e (D.4). Quando u = epe. + epecey € Aa(R%7) @ A3(R%7) é definido, o lema mostra nos casos
2(ii) e 4(ii) acima implicam que e, ®_u = e, 0 (1 ®_u) e portanto, em varios casos o referida lema
vale para elementos que nao sao homogéneos. Tomando exemplos similares, pode ser provado
que existem alguns casos onde u € Ap(R%7) @ Ay (R®7) satisfaz este lema.
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Apresentamos abaixo a demonstracao completa do Lema 12.

» Lema 12:

(a) Dados ey € 0 e u=e; e;,...e;, € AL(RY), k=1,2,...,6 entdo

(ep e u)o(le u)=nem

onde = (—1)1T =) FE=uh(T=lu)/2 ¢ rj sdo os numeros de Radon-Hurwitz definidos pela se-

guinte tabela

J 0111213415667
ri 0112235333
e a relagdo de recorréncia rjig = r;j + 4.

(b) Dadose, € O eu=ej;e;,...e, € A\g(RYT), k=1,2,...,6 come, ¢ {e;,,ei,,..

€.t ou{eq, e, en}

nao sendo uma H-tripla para e; # e, ¢ €, ey, € {€;,,€iy, ..., €}, entdo
(eq o u)o(le @)= N\e, (E.1)
onde A\ = (—1)(|“‘2+|“|+2)/2.
<
Demonstragao:
(a) De agora em diante denotaremos por MI a identidade de Moufang dada pela Eq.(3.70).
0) Para u € Ag(R>7):
(le_,u)o(le @) = (le_ ey)o(le 6))=epoey=1
1) Para u € A1(R%7):
(le,u)o(le @) = (le ez)o(le €,)=—e,0e,=1
2) Para u € Ao(R%7):
(e, u)o(le @) = (Le eqep)o(le esep) = (eg0ep)o(le (—esep)) = (eq0ep)o(e,0ep)
= —(epoe,)o(e,oep) M e,oep = —1

3) Para u € A3(R%7):
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(i) (abc) nao é uma tripla-H:

(ea o u) o (1 o fL) = (1 o eaebec) o (1 o e/a_e\l;gc) = ((ea © eb) © ec) © (1 o (_eaebec))
= ((eacep)oec)o((esoep)oec) =—(eco(esoep))o((eqoep)oe)
M1 —(eg0ep) o (e, 0ep) @4

(ii) (abc) é uma tripla-H:

(eqo u)o(le @) = (le eqepe.)o(le eepe.) = ((eq0ey)0ec)o(le (—esepec))
= ((eaoep)oec)o((eaoep)oe) = (eco(eqoep))o((esoep)oe)
M1 (eqoep)o(egoep) = @

4) Para u € Ay(R%7):

(i) (abc) nao é uma tripla-H:

(1o u)

(ii) (abc) é uma tripla-H:

(Lo u)o (Lo @)

5) Para u € A5(R%7):

(i) (abc) nao é uma tripla-H:

(1OLU)O(10L1~L) =

(ii) (abc) é uma tripla-H:

(Lo u)o(To @) =

o Lo )

o (1 e eqepeceq)
= (((eaoep)oec)oey)
= —(((eaoep)oec)oeq)o

= (eqo((eqoep)oec))o

= (1 o eaebeced)
o (1 o eaebeced)
(((eq o ep) oec) o ey)

(((ea 0 &) 0 €c) 0 €4)

(3)(@)

= ((eqoep)oes)o((egoep)oe.) =1

= (le_esepecey)o m
= (((eqoep)oe.)oey)
= —(((eqoep)oe.)oey)o

= (eqo((esoep)oec))o

= ((eqoep)oec)o

o (le_eqereceq)
(((egoep)oec)oeq)

(((ea 0 ep) cec) oeq)

((ea o eb) o ec) ( LM) 1

(1o, ebecedef) (Lo eaeb/é\/cedef)
((((ea © eb) o ec) o ed) o ef)
—((((eqoep)0ec) oeg) o ef) o

(((eacep)oec)oeq))o

(1o e,epeceqey)
((((eq 0 €p) o) o eg) 0 €)

(((eacep) o ec) oeq) oey)

(((ea © eb) o ec) o ed) (4§1) 1

(ef o

(((eacep)oer)oeq)o

(1 e_eq.ereceqer)

(1o eqepeceqer)o
((((eq o €p) o€c) oeg) oey) o
—((((eqoep)cec)oeq)oey)o

(((eqoep)oec)oeq)) o

(1o _eqereceqeyr)
((((ea 0 €p) o) 0 €g) 0 €f)
((((eqoep) 0€r) 0€g) 0 €F)

o) P9 |

(ef o

(((eqoep)oec)oey)o(((e,0ep)0e,)



E. Demonstracao do Lema 12 96

6) Para u € Ag(R>7):

(i) (abc) nao é uma tripla-H:

(Lo u)o (Lo )

= (1 o eaebecedefeg) (1 B eaebg;\e_d/efeg)

—(((((eqoep)oe.)oeg)oep)oey)o(le esereceqserey)

= (((((eqoep) oec)oeq)oer)oey)o(((((eqoep)oec)oeq)oer)oey)
—(ego ((((eaoep)oec)oeq)oey))o(((((eaoep)oec)oeq)oer)oey)
—(

((ea 0 ) oec) oeq) oep) o ((((ea o ep) o ec) oey) oep) L —1

(ii) (abc) é uma tripla-H:

(Lo u)o(le u)

= (Le_eqepeceqere,)o (1o e.epeccqere,)

((((ea o eb) o ec) o ed) o ef) o eg) (1 o eaebecedefeg)
((eaoep) oec)oeq)oeyr)oey)o(((((eqoep)oec)oeq)oer)oey)
ego((((eacep)oec)oeq)oey))o(((((eqoep)oec)oeq)oer)oey)

ey) L1

—(
= (((
—(
—((((eacep)oec)oeq)oer)o((((eaoep)oec)oeq)o
7) Para u € A7(RO7):
(i) (abc) nao é uma tripla-H:
(Lo u)o(To @)

= (Le_eqepeceqerese;)o (1o eepeeqereqer)

—((((((ea o @) 0 €c) 0 €g) oef) o eg) o ep) o (1 e eqepeceqerey)
= (((((eacep) oec)oeq) oef)oey)o((((((eacep)oec)oeq)oer)oey)oen)

(
(

= —(eno(((((eaoep) oec) oeg) oer) oey)) o (e 0ey) o) o eq) o) o ey) o ep)
~((((eaoes) oec) o ea) oep) oeg) o (((((eq o) oe,) oe)oes) oey) 21

(ii) (abc) é uma tripla-H:

(Lo u)o(le u)

= (le_eqepeceqereqgen)o(le eaebe:e\d_e/fegeh)

—((((((eqoep)oec)oeq)o ef) o eg) oep)o(le. eaebecedefeg)

= ((((eacep)oec)oeq)oer)oey)o((((((eaoey)oec)oeq)oer)oey)oep)
—(eno((((eacep)oec) oeq)oer)oey))o((((((eacep)oec)oeq)oer)oey)oep)
—(

(((eqoep)oec)oeg)oer)oey)o(((((eaoep)oe.)ceq)oer)oey) ©)i) _ 4

Portanto,

(ep o u)o(le @) =nem

onde 7 = (—1)/¥Tu=ru—)+E=lu)(7=[u)/2
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(b) 0) Para u € Ag(R%7):
(eqo u)o(le @) = (e o ey)o(le €)= (eqoep)o(loey) = (eqoep)oey=e,
1) Para u € A(R%7):
(i) a #0b:
(eqo u)o(le @) = (e o ep)o(le &)= (e,oep)o(loey) =—(eq0ep)0ey
= (epoeq)oe, =¢eq
(i) a = b:
(cas w)o (Lo @) = (eqo es)o(le. &)= (eqe e,)o (Lo ) = (eqoe)o(loey)

2) Para u € Ag(R%7):
(1)

(eq e u)o

(ii) a =b, ou a = ¢, ou (abc) é

(eq o u)o (1o u)

3) Para u € A3(R%7):
(i)

(ea o u) © (1 . 27,) =

MI

(Lo 1)

—(eq0e€,)0€, = €4

a ¢ {b,c}, e (abc) nao é uma tripla-H:

= (eqe ep)o(le ep)=(e,o ey)o(le (—ep))
= (ea o ebc) o (1 o ebc) = ((ea o eb) o ec) (eb o ec)
= —(eco(egoep))o(epoe,) ML (eaoeb)oeb(:() e,

é uma tripla-H. Sem perda de generalidade, considere a = b:

= (ea o ebc) o (1 o é\-,bc) = (ea o eac) o (1 o évac)

= (ego €qc)o(le (—eu)) = (eqo €u)o(le ey)

= ((eqoegz)oec)o(esoe.) =—(e.o(ez0e,)) o (e,0e)
MI —(eq0€q)0€, (16 €,

a ¢ {b,c}, e (abc) nao é uma tripla-H:

(€q o €ped) © (1 o, (—€ped))
(((eqoep)oec)oeq)o((epoe.)oey)
((epoec)oey)

IONS

- a

(€q o €peq) © (Lo €peq) =
(ea o ebcd) o (1 o ebcd) =
—(eao((eaoep) oec))o

—((eacep)oec)o(eyoe)

(ii) a =bou a = c ou (abc) é uma tripla-H. Sem perda de generalidade, considere a = b:

(eq o u)o (1o u)

4) Para u € Ay(R%7):

o(le_euq)
(1 o eacd)

(eq o €pca) o (1 o €pcq) = (€4 0 €qca)

(eq o €qed) 0 (Lo (—€qca)) = (€4 . €qca) ©

(((eqoeq)oec)oey)o((e,0e.)0ey)
—(eq((eqoeq)oec))o((egoec)oey)

—((eqoeq)0€c)o0 @)

(eq 0 ec) a
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(i) a ¢ {b,c}, e (abc) ndo é uma tripla-H:

(eao u)o(le @) = (€qo epedr)o (1o epqr) = (€q o epegr) © (1 @ epear)
= —(eq® €peqr) o (1o epqr)
= —((((eaoeb)oec)oed)oef)o(((eboec)oed)oef)
— (e o (((ea o e1) 0e0) o ea)) o (((e1 0 00) o e) o)

L (((eaven)oe) oen o ((eoed) oes) X —e,

(ii) @ =bou a = c ou (abc) é uma tripla-H. Sem perda de generalidade, considere a = b:

(eao u)o(le ) = (eqo €par)o (1o €pegr) = (€4 o €qcar) 0 (10 €qcqy)
=  —(eq® eudr)o (Lo eqqr)
= —((((eqoeq)oec)oeq)oer)o(((eqoe.)oeq)oey)
= (efo(((eqoeq)oes)oeq))o(((eqoec)oeq)oey)

Y ((eaoea)oer) oes) o ((eaoec) oea) L e,

5) Para u € A5(R%7):
(i) a ¢ {b,c}, e (abc) ndo é uma tripla-H:

(ea o u) o (1 L8 u) = (ea LR ebcdfg) o (1 L8 gb_c\dE) = (ea L8 ebcdfg) o (1 o ebcdfg)
= —(eq® epedrg) o (1 @ epeqry)
= —(((((eaoep) oec)oeq) oey)oey)o((((eyoec)oeq)oer)oey)

= (ego((((eacep)oec)oeq)oer))o((((epoec)oeq)oer)oey)

Y ((eaven)oec)oeq)oes) o (((eroe) oenoe) Le,

(ii) @ =bou a = c ou (abc) é uma tripla-H. Sem perda de generalidade, considere a = b:

(ea o u) © (1 L{8 u) = (ea o ebcdfg) © (1 o e/b_c\cijg) = (ea o eacdfg) o (1 o eacdfg)
= _(ea o eacdfg) © (1 o eacdfg)
= —(((((eaceq)oec)oeq)oer)oey)o((((eaoec)oeq)oer)oeg)
= (ego((((eaceq)oec)oeq)oer))o((((eqoec)oeq)oer)oey)
2 ((ea 0o ea) oec) oea) oef) o (((eqoer) oeg) oer) "L e,
6) Para u € Ag(R>7):
(i) a ¢ {b,c}, e (abc) ndo é uma tripla-H:
(eq o u)o(le u)
= (eq . €pedrgh) © (1 8 €pedran) = (€q o bcargn) © (1 8, €pedfgn)
(((((ea o ep) oec)oeg)oes)oeg)oen)o(((((epoec)oeq)oer)oey)oep)

= —(eno(((((eaoep)oec)oeq)oer)oey))o(((((epoec)oeq)oer)oey)oen)

2 (((eaver)oe) oen)oer) o (((epoer) oen) oer) X e,

98
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(i) @ =b ou a = c ou (abc) é uma tripla-H. Sem perda de generalidade, considere a = b:

e, o u)o(le_ u)

€q ®, €pedrgn) © (18 €yegron) = (€4 9 €acargn) © (1 8 €acargn)

€a ®. €acdfgh) © (1 . (—€acdfgn)) = (€ o €acdrgn) © (1 8. €qcagn)
(((((eqoeq)oec)oeg)oer)oey)oep)o(((((eqoec)oeq)oer)oey)oey)
—(en o (((((eaceq) o€c) 0eg) oer)oeg))o(((((eqoec)oeq)oer)oey)oen)

~(((ea0ex) o) oeq) o) 0 e) o ((((ewoer) oea) o) o) X e

(
(
(
(

Assim, em geral

(eqo u)o(le u)=N\e,

onde A = (—1)(ul*+lul+2)/2,
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Por fim, demonstramos o Lema 13 em detalhes.

» Lema 13:

(a) Dados ey € 0 e u=e; e, ..., € AL(RY), k=1,2,...,6 entdo

(e, eo)o (1o i) =neo|

onde n = (—1)1U = -1)+E=lul)(T=[u)/2

(b) Dadose, € Q eu=e;e;,...e, €\, (R®), k=1,2,...,6 entdo

(e eq)o (Lo il) = fe, (F.1)
onde 8 = (—1)lul(ul+1)/2,
<
Demonstragao:
(a) 0) Para u € Ag(R%7):
(ue,1)o(le i) = (e, 1)o(le €)=eyoey=1
1) Para u € A1(R%7):
(ie,1)o(le @) = (€,0,1)o(le €,)=(—e,0l)o(loe,)=—-e,0e,=1
2) Para u € Ay(RO7):
(ue,1)o(le @) = (e,ep0,1)0(le_e,e,) = (epese, 1)o(le (—eyep))
= —(epoey)o(eoep) M epoe, =—1
3) Para u € A3(R%7):
(o, 1)0(lo.7) = (Berese,1)0(1s, 6:6878) = (—ecerens, 1) (1o, (—eqerer))
— (eco(epoeq)) o ((eaoes) oer) L (epoeq)o(eqoey) 21
4) Para u € Ay(R%7):
(ue ,1)o(le ) = (€ epe€50,1)0(le. ea/e{é;ad) = (eqgecepeq ., 1) o (1o eyepeceq)

= (eao(eco(epoeq)))o(((eqoep)oec)oeq)

Y (e 0 (epoes)) o ((eq o) oe) 21
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5) Para u € A5(R%7):
ue,1)o(le @) = (e.ep6.00650,1)0 (e e,epeceqe
1)o(le_ i Fe,1)o(l ;
= (—ereqecepe, o, 1)o (le esepeceqer)
= —(efo(eqo(eco(e,oeq))))o((((eqoey)oec)oeq)oey)

U _ey0(eco(epoea))) o (((eq o) oer) oeq) & —1

6) Para u € Ag(R>7):

(ue,1)o(le u) = (e,epeceq€5€50,1)0(le eaemfeg)

(
(e
= —(ego(efo(eso(eco(esoeq)))))o(((((eacep)oer)oeq)oer)oey)

M (e o(eqo(e.o(eroeq))) o (((eaoes)oes) oes)oes) 2 —1

s€reqecereq @, 1) o (1o (—esepeceqesey))

7) Para u € A7(R%7):

(e, 1)o(1le_u)

(€a€receqsereg e, o 1) o (le eaebeZe\dgfegeh)

(—enegereqecereq, o, 1) o (1o (—esepeceqereqer))

= (epo(ego(eso(ego(eco(eyoeq))))))o((((((eacep)oec)oeq)oer)oey)oey)
(ego(efo(ego(eco(epoey)))))o(((((eqoep)oer)oeq)oer)oey) © 1

Portanto,

(ue ep)o(le u)=mne

onde 7 = (—1)/¥Tu=ru—0)+E=lul)(7=[u)/2

(b) (ue, ey)o(1le u) é calculado explicitamente para todos multivetores homogéneos que nao possuem
fatores em comum com e,.

0) Para u € Ag(R>7):
(ue, eq)o(le @) = (€e,e.)o(le €)= (egoe,)o(loey) =(egoes)oey=e,
1) Para u € A1(R%7):
(Lo, e)o(le i) = (60, e)0(le ) =(—epoe,)o(loey)=—(epoe,)oe,=—eq
2) Para u € Ay(RO7):
(ue eq)o(le @) = (€ce ei)o(le en)=(exne, e.)o(le (—ep))
= —(eco(epoes))o (e oe) = —(epoes) oey = —eq
3) Para u € Ag(R%7):

(ﬂ o, ea) © (1 o ﬂ) = (% o, ea) o (1 o ebcd)

(—€dcb @ €q) o (1o (—€peq))
= (eqep®.€q)0(le epq)=(

eqo(eco(ep0eq)))o((epoec)oeq)
(

= (eco(epoey))o(epoer) = ey

~
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4) Para u € Ay(R%7):

(ue,eq)o(le u) (€bedr @, €a) © (1 @ €pegr) = (€fdeh @, €q) © (1 o €peqr)
O

(efo(eqo(eco(epoes))))o(((epoec)oeq)oey)

IS

(eqo (o (ey0e))) o ((epoer) oes) 2 eq
5) Para u € A5(R%7):

(G eq)0 (Lo @) = (Crcarg®. €a)o (19 €herg) = (—€grdch @, €a) © (1 0. €near)
—(ego(ego(eqc(eco(eyoeq))))) o ((((epoec)oeq)oey)oey)

2 (ero(eqoleco(epoed)))o(((eyoes)oey)oer) = —e,

6) Para u € Ag(R%7):

(ne,e,)o(le u)
(€vedrgh ®. €a) © (1 8 €pedran) = (€ngrach @, €a) 0 (1o, (—€pedrgn))

= —(enolego (egoeao(eco (e 0e,))) o ((((eroec) o eq) o ep) oey) oey)

M _(eg0(efo(ego(eco (ep0eq))))) o ((((epoes)oeq)oer)oe,) = —eq

—~
=

Todos os casos acima podem ser expressos como
(’l] e, ea) o (1 L1 ’l]) = fBeq

onde B = (—1)lul(lul+1)/2,
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O @Oe—T—>R®

vl,u

L
Ol,u

J
Ol,u

.
Ol,u

Jd
ol,u

r L r

O O O O
SfrekLerer

produto tensorial

produto exterior

contragao (ou produto interior) a esquerda

contracao (ou produto interior) a direita

produto de Clifford (constantemente denotado apenas por justaposigao)

produto tensorial graduado

produto octonionico padrao

produto-X para X octonion

produto-XY para X,Y octonions

produto-(1, X) para X octonion

realiza o produto da esquerda para a direita entre um octonion e um multivetor homogéneo de
Clifford

realiza o produto da direita para a esquerda entre um octonion e um multivetor homogéneo de
Clifford

é a extensao linear do produto-e_ para toda dlgebra exterior

¢é a extensao linear do produto-e  para toda algebra exterior

denota qualquer um dos produtos e _,e e ou e,

generalizacio do produto-X para u € A(R%7)

generalizacdo do produto-(1, X) para u € A(R%")

generalizacio do produto-(X,Y) para u,v € A(R%7)

produto nao-associativo entre elementos da dlgebra de Clifford, realiza o produto-e_ da direita
para a esquerda entre u e v para u,v € Cly 7

realiza o produto-e, da esquerda para a direita entre u e v para u,v € Cly 7

denota @, ou ®,_ dependendo da situacao

generalizacao do produto-(1, X) ndo andloga ao produto-(1,u) para u € Cly 7

generalizacao do produto-o; ,, para um octonion a esquerda e um multivetor de Clifford a direita
com respeito ao produto-©®,

generalizacao do produto-oy ,, para um octonion a esquerda e um multivetor de Clifford a direita
com respeito ao produto-®

generalizacao do produto oy, para multivetores de Clifford com respeito aos produtos ©, e ©_
generalizacao do produto oy, para multivetores de Clifford com respeito aos produtos ©, e ©,
generalizacao do produto ¥y, para multivetores de Clifford com respeito ao produto ©_
generalizacao do produto ¥y, para multivetores de Clifford com respeito ao produto ©,
generalizacao do produto o, para um multivetor de Clifford e um octonion com respeito aos
produtos ®, e o

generalizagao do produto o, para um multivetor de Clifford e um octonion com respeito aos
produtos ®, e o

generalizagao do produto o, para um octonion e um multivetor de Clifford com respeito aos
produtos e e ®,

generalizagao do produto o, para um octonion e um multivetor de Clifford com respeito aos
produtos e e ®

generalizacao do produto o, para multivetores de Clifford com respeito aos produtos ®_ e ®_
generalizacao do produto o, para multivetores de Clifford com respeito aos produtos ®_ e ®,
generalizacao do produto o, para multivetores de Clifford com respeito aos produtos ®_ e ®_
generalizacao do produto o, para multivetores de Clifford com respeito aos produtos ©®, e ®,
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o,  generalizagao do produto oy, para um multivetor de Clifford e um octonion com respeito aos
produtos ®,_ e e
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